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SUMMARY

We state and justify aconjecture concerning the comparative complexity of the representation of real numbers on the
line versus other representations. The Introduction provides the setting of the subject and states the conjecture. Part
1 deals with the controversial line’'s «nature» and depicts several interpretations of the straight line. Part 2 analyses
the particular phenomenology related to the assignment of real numbersto the line' s points, in order to extract some
limitations of such an assignment. Part 3 compares several representations of real numberswith the representation on
the line, and presents a set of distinctive features for the latter.

Thispaper, theoretically oriented, comesfrom abroader research work addressed to uncover epistemol ogical obstacles
related to the representation of real numbers on the straight line. We are doing a work field, involving students of

several levels, on this subject.

INTRODUCCION

Desde el punto de vista escolar, la «recta» viene a ser
como un soporte de nimeros que progresivamente seva
«completando». En primaria se comienza «poniendo»
naturalesy en bachillerato se acaba situando reales, que
ya no dejarian «huecos» en ella: fijados dos puntos
distintos, que representan respectivamente el ceroy la
unidad, se establece una aplicacion biyectiva entre el
conjunto de nUmerosrealesy el conjunto de puntosdela
recta. Muchoslibros sancionan esta préactica habitual en
el medio educativo; por €jemplo, un conocido dicciona-
rio de mateméticas (Bouvier et al., 1984) define recta
numérica como «conjunto ordenado de los ndmeros
reales R». Esta definiciony otrasandl ogas se apoyan en
la amplia difusion, coherencia y aplicacion de la hoy
clasica interpretacion debida a Cantor y Dedekind.

Aunque esta descripcion, necesariamente escueta, pa-
rezca esencial mente correcta, omite algunos problemas
matematicos, epistemoldgicosy educativos.
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En primer lugar, la esencial aportacion de Cantor y
Dedekind ha permitido que la discusion sobre la «natu-
raleza de la recta», prosiga, dentro de la matemética, a
lo largo del presente siglo, através de diferentes axio-
maticas.

En segundo lugar, aunque esta discusion se realice a
través de argumentos formales, pone en juego intuicio-
nesesencialmentediferentes; ahorabien, lasintuiciones
son duraderas y se expresan ya desde la edad escolar.
Fischbein (1987, p. 211) sostiene que «el problema
educativo no eseliminar lasrepresentacioneseinterpre-
taciones intuitivas, sino desarrollar la capacidad del
estudiante paraanalizar y poner bajo control susconcep-
cionesintuitivasy construir nuevas intuiciones consis-
tentes en los requerimientos cientificos normales». De
hecho, tampoco hay coincidenciaacercadelasintuicio-
nes que se puedan tener de la recta como objeto mental
(Solomon, 1991). Las intuiciones de larecta son varia-
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dasy discrepantes, incluso contradictorias, como algu-
nas investigaciones ponen de manifiesto (Mansfield,
1985; Romero, 1996).

En tercer lugar, aungque la biyeccion punto-nimero,
aparentemente, describa un simple emparejamiento de
todos y cada uno de los puntos de la recta con todos y
cada uno de los nimeros reales, alin tenemos que resol -
ver la cuestion de la atribucion de etiquetas numéricas a
los puntos, y esto constituye un problema que no es
exclusivamente procedimental, sino también concep-
tual, como se pondra de manifiesto. En bachillerato se
podrian evitar discusiones epistemol 6gicas «decretan-
do» que la recta geométrica «se llena» con los niimeros
reales, pero la complejidad del concepto de nimero real
no es evitablel. Al referirse a la complejidad de R,
Romero (1995) proponegue se combinenlossistemasde
representacion «notacion decimal» y «modelo de la
recta». Si adoptamos la terminologia de Romero, pare-
ceria que el sentido del propio «modelo de la recta»
obliga a incorporar otros sistemas de representacion.
Dicho como conjetura: la representacion de nimeros
reales en la recta es mas compleja que otras represen-
taciones de estos nimeros, al menos en la educacion
secundaria.

En este trabajo tratamos brevemente tres asuntos. La
parte titulada «Cuestiones epistemol 6gicas; datos para
un andlisisconceptual » abordasel ectivamentelacontro-
versia en torno ala «naturaleza» de larecta geométrica
y recoge algunas interpretaciones diferentes de la recta
de origen matematico. Junto a una interpretacion hoy
estandar, iniciadapor Cantor y Dedekind, describiremos
algunas caracteristicas de otrasinterpretaciones debidas
a Robinson y a Veronese. Las concepciones de estos
ultimosautores, si bien no coinciden, tienenen cominla
adicién de objetos infinitesimal es (puntos o segmentos,
respectivamente) a la recta. La parte titulada «Cues-
tiones fenomenol dgicas; un andlisis conceptual »
analizala asignacion concreta de nimeros reales a pun-
tosdelarecta. Ponemosde manifiesto limitacionesdela
propia asignacion punto-nimero y la necesidad de am-
pliar lanocion de nimero constructible si se quiere dar
mas seguridad a una creencia, basica en secundaria,
segun la cual la biyeccién punto-nimero se podria rea-
lizar efectivamente para todo nimero real. La Ultima
parte, «Representacion en larectay otrasrepresentacio-
nes», compara diferentes representaciones de nimeros
realescon larepresentacion enlarectay terminacon una
coleccion de caracteristicas distintivas de esta Ultima,
dando asi —esperamos— crédito y sentido a la conjetura
gue hemos enunciado en esta misma introduccion.

Debemos hacer también dos breves apuntes de caracter
metodol 6gico:

a) Cuando hablamos de representaci ones, nos referimos
exclusivamente arepresentaciones externas. Més preci-
samente, admitimos que hay conceptos (como recta
geométrica, namero real) y representaciones publica-
mente compartidos. Cualquier referencia a representa-
cionesinternas, enestetrabajo, proviene, exclusivamen-
te, de citas gjenas (como la ya usada de Solomon). La
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anterior afirmacion no implica un rechazo de las repre-
sentaciones internas; mas bien, entendemos que es una
exigencia del andlisis conceptual.

b) El analisis conceptual (Scriven, 1988) constituye una
herramienta de indagacion filosofica reconocida como
metodol ogia de investigacion. Lo hemosrealizado, par-
tiendo de produccionesgj enas, usando sisteméati camente
el siguiente guién: uno de nosotros sugeria andlisis
concretos que el otro supervisaba, comentaba o critica-
ba, produciéndose asi un feedback destinado, entreotras
cosas, a asegurar que las representaciones usadas son
compartidas (externas).

CUESTIONES EPISTEMOL OGICAS. DA-
TOSPARA UN ANALISIS CONCEPTUAL

La controversia en torno a la «naturaleza» de la recta
geométrica es casi tan antigua como lafilosofia. No es
nuestro proposito contar su historia, sino recoger una
seleccidn de aportaciones originadas en el seno de las
propias mateméticasy quehantenidolugar alolargodel
siglo xx2. Esta parte presenta algunas cuestiones que
atafien alaaceptaci 6n de unacorrespondenciauno auno
entre los nimeros reales y los puntos de la recta. La
aceptacion de esta correspondencia supone «tomar par-
tido» acerca de la estructura de la recta

Segun Crossley (1987, p. 152), «fue Cantor quien prime-
ro sefial 6 explicitamente que la identificacion del siste-
ma de nimeros con puntos sobre la recta era una asun-
cidn que no podria ser demostrada, aunque parecia
plausible y psicolégicamente convincente —y adin lo
parece a muchos matematicos de hoy». El axioma que
introduce Cantor para garantizar la correspondencia
entre los nimeros reales y los puntos de la recta afirma
que, fijados un punto como origen y una unidad de
medida, cada cantidad numéricatiene un punto determi-
nado sobrelalinearecta, cuyacoordenadaesigual aesta
cantidad (Belna, 1996, p. 134).

También Dedekind (1998, pp. 84-85) reconoce que la
continuidad de larecta es necesario expresarlamediante
algun axioma: «Si todos los puntos de la recta se des-
componen en dos clases tales que todo punto de la
primera clase est4 a la izquierda de cada punto de la
segunda clase, entonces existe uno y solo un punto que
produce esta particion de todos | os puntos en dos clases,
este corte de la recta en dos partes.»

Dedekind, después de expresar su deseo de que todos
encuentren su axioma evidente y coincidente con su
representaci on derecta, indicalaimposibilidad de mani-
festarse acerca de la verdadera naturaleza de la recta:
«La suposicion de esta propiedad de lalinea no es més
gue un axiomamediante el cual atribuimosalalineapor
vez primera su continuidad, mediante el cual introduci-
moslacontinuidad en nuestraideadelinea. Si el espacio
tiene una existencia real, sin duda no es necesario que
sea continuo; innumerabl es propi edades suyas seguirian
siendo las mismas aunque fueradiscontinuo. Y si supié-
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Cuadro |

Ldégica

)

AXIOMATICAS

\ 4

Clasica No estandar
COfTideas Ultrafiltros
J A
Sucesiones de Cauchy
Interva os encajados
| Construcciones

ramos con certeza que el espacio es discontinuo, sin
dudanadanos podriaimpedir, si asi |o quisiéramos, que
| o hiciéramos continuo en el pensamientorellenando sus
lagunas. Pero esta complecién consistiria en una crea-
ciondeindividuos-puntoy habriaderealizarse de acuer-
do con el principio anterior». (p. 85)

En el prélogo del trabajo, Dedekind expresa que encuen-
tra en el ya citado axioma de Cantor una afirma-
cién idéntica a la suya (aunque formulada en otros
términos) respecto de lo que constituye la esencia de la
continuidad.

Crossley (1987, p. 150) afirma que «no hay manera de
verificar cudl es la estructura “real” (en el sentido de
genuina) de la recta geométrica». Diferentes mateméti-
cos han desarrollado estructuras numéricas que, basan-
dose en una eleccion axiomatica adecuada, permiten,
utilizarla como modelo de esas estructuras. Solomon
(1991) reconoce esta posibilidad de adecuacion de la
recta a diferentes estructuras cuando afirma: «En un
sentido, la“verdad” acercadelanaturalezadelarectaes
unacuestion referidaacomo formalizamoslas propieda-
desde larectatal que sean consistentes con las propie-
dades de la matematica.»

En el analisisno estandar de Robinson (1974) setrabaja

con una estructura numérica (el sistema de nimeros
hiperreal es) constituidapor losnimerosrealesalosque
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seleincorporan los (nimeros) infinitésimos einfinitos.
Losnudmerosinfinitésimostienen sentido en el marco de
una axiomatica, elaborada por Robinson, «mas amplia»
gue la axiomética de R (clasico) pero compatible con
ella®, comoilustrael cuadroI.

— En dicha estructura, el axioma de Arquimedes no se
satisface, puesto que el producto de un infinitésimo por
cualquier real estandar o por otro infinitésimo es siem-
pre menor que cualquier fraccion ordinaria positiva. La
recta hiperreal contiene, ademas de los nimeros reales,
losinfinitésimosy losinfinitos. Keisler (1976) represen-
taestosnimerosen larectageométricacon ayudade dos
metéforas. «un microscopio infinitesimal» y «un teles-
copioinfinito» parasugerir, respectivamente, losinfini-
tésimosy losinfinitos.

Lacontroversiaacercadelainterpretacion delarectaes
tratada por este autor cuando afirma: «El sistema de
numeros reales es una creacion puramente mateméatica
gue puede 0 no dar unaimagen precisade unalinearecta
en el espacio fisico. El hecho es que, mientras que
nuestros sentidos nos dan una muy buena idea de como
son los segmentos de recta de tamafio medio, sabemos
muy poco acerca de como son, en el espacio fisico,
segmentos de recta muy grandes o muy pequefios. Por
otro lado, hasta donde podemos contar, la rectarea es
bastante como unarecta en €l espacio fisico paratodos
los propdsitos practicos, y esfécil trabajar con ella. La
rectareal es, por lo tanto un, “modelo matematico” Util
de unarectaen el espacio.» (p. 1)

Casi medio siglo antes de que se concretara laformali-
zacion de los hiperreaes, Veronese (1994) analizaba
desde el punto de vista geométrico (no aritmético) la
estructurade lalinearecta, afirmando que el «axioma»
de Arquimedes puede ser deducido del postulado del
continuo dado por Weierstrass y Cantor. Veronese for-
mula otro axioma del continuo (lo [lama postulado) en
los siguientes términos: «Si en un segmento AB existe
un segmento variablexx’ tal queax essiempre creciente
y mas pequefio que Ax’, que es siempre decreciente, y
xx' pasa a ser infinitamente pequenio (es decir, mas
pequefio que cualquier segmento dado), entonces xx’
contiene un punto v distinto dex y x’.» (p. 171)

A partir de este axioma, V eronese construye segmentos
actualmente infinitos e infinitesimales. Estos Ultimos
satisfacen las propiedades fundamentales de la linea
recta, exceptuando el axioma de Arquimedes. Respecto
de la interpretacion de la recta, Veronese afirma: «El
postulado segun el cual un punto corresponde a cada
numero racional no estaverificado enlaprécticay, si se
idealiza el punto y el segmento de tal manera que este
ultimo siempre contenga puntos distintos de sus extre-
mos, lacorrespondenciauno auno entrelos puntosdela
Iinea recta y los nimeros reales ordinarios no esta ya
justificada.» (p. 171)

El andlisisno estandar deRobinsony el continuo geomé-
trico deV eronese son gjempl osde model osmateméti cos
no arquimedianosque suponen interpretacionesdiferen-
tes de lainterpretacion estandar de la recta.
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Solomon (1991) analiza desde el punto de vistapsicol 6-
gicoladoblenatural ezaquetieneunarectaparalamente
humana. Hace unadistincién entre larectacomo «idea»,
gue tiene propiedades contradictorias (por eemplo, un
segmento de recta puede pensarse como un conjunto de
puntos, o también como un conjunto de infinitesimal es)
y larectacomo «objeto fisico» (un segmento de rectaen
el espacio fisico es un conjunto finito de puntos discre-
tos). «Discretoy continuo son propiedades que precipi-
tan cuando adoptamos un punto de vista, al examinar la
recta». Este autor concluye que la naturaleza dual de la
recta puede tomarse como un simbolo de la naturaleza
dual de la mente. «<Hay niveles de significado y de
experiencia mas profundos que estan disponibles si
podemos aprender a pensar mas profundamente, y tam-
bién a poner el pensamiento aun lado —ir més alladela
|6gica.»

Desdeel punto de vistamatemético, lasinterpretaciones
delarectasejustifican mediantedistintasformulaciones
axiométicas. Como se pone de manifiesto en lasafirma-
ciones anteriores, sus respectivos defensores son cons-
cientes de que no estan descubriendo una «natural eza
verdadera de larecta»; solo realizan una eleccion axio-
matica que permite justificar (siguiendo una serie de
inferencias validas) los resultados posteriores.

Pensamos que las intuiciones son el soporte de estas
el ecciones axiomaticas*®. Los textos que hemos recogi-
do ponen de manifiesto que hay axiomaticas bien com-
patibleso bienincompatiblescon determinadasintuicio-
nesy queunadiscusioninicial decaracter intuitivosirve
de soporte a posteriores el aboraciones axiomaticas. (En
lamayoriadelos casos, dichasintuiciones quedan ocul-
taspor el deslizamiento seméntico producido al usar los
mismos términos.)

A tituloilustrativo, consideraremos exclusivamente una
pregunta: La recta, ¢se compone de puntos o no? La
respuesta es resultado de una intuicion.

La respuesta negativa tiene su origen en Aristoteles
(1995, p. 336): «[...] esimposiblequealgo continuo esté
hecho deindivisibles, como, por ejemplo, que unalinea
esté hechade puntos, si damos por supuesto que lalinea
es un continuo y el punto un indivisible». También
V eronese acepta una respuesta negativa: «Cuando ex-
traemos una parte de un continuo, introducimos signoso
«puntos» para marcar 1os extremos de las partes en las
gue descomponemos el continuo. Consideramos que los
puntos no tienen partes. No necesitamos considerar que
los puntos son por si mismos partes del continuo, sino
s6lo entidades mental es auxiliares queindican donde se
unen las partes del continuo. El propio continuo no se
compone de puntos». (Citado en Fisher, 1994, p. 115)

La respuesta afirmativa tiene su origen mas claro en la
aportacién de Dedekind, como se desprende de las citas
textual es dadas mas arriba.

En ambos casos, aunque |os enunciados intuitivos no

sirven para hacer mateméti cas, guian alos autores en su
busgueda de afirmaciones axiomaticas.
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CUESTIONES FENOMENOLOGICAS. UN
ANALISISCONCEPTUAL

Para establecer una biyeccion entre puntos de larectay
ndmeros reales, hemos de aceptar dos supuestos: a) La
rectase compone de puntos. b) Lalinealidad geométrica
se describe mediante la estructura de espacio vectorial
de dimension 1 sobre el cuerpo R.

Tradicionalmente, la ley que rige la correspondencia
numeros reales - puntos de la recta se apoya en la me-
didadelongitudes: fijados dos puntos cualesquiera, O e
I, designados conlos nimeros 0 y 1, respectivamente, a
todo numero real r e corresponde un Unico punto M de
la recta, tal que OM =r Ol. El vector OM esigua a
producto del real r por el vector Ol; r sellamaabscisadel
punto M y [Cr[0 corresponde a la medida del segmento
OM segun launidad Ol.

Fowler (1992) establece la biyeccién nimeros reales -
puntosde larecta mediante un sistema de etiquetado. A
partir de dos puntos cualesquiera, etiquetadoscon 0y 1
respectivamente y mediante el algoritmo de Euclides®,
«el conjunto de niUmerosreales serael conjunto detodas
las posibles etiquetas, tal quelas etiquetas determinaran
lo que concebimos como los puntos de la recta y las
propiedades de estas etiquetas determinaran las propie-
dades geométricas de la recta».

En general, se acepta que la recta geométrica exhibe el
orden continuo y total de R".

El estudio que sigue se refiere a la primera biyeccion
mencionada, porque usuamenteeslaqueseutilizaen el
sistemaescolar. El término etiqueta, por tanto, noremite
al enfoque de Fowler, sino al emparejamiento de puntos
y nimeros a través de alguna medicion.

Una estrategia sencilla consiste en analizar como, dado
un punto delarecta, sellegaa«su» abscisay como, dado
un ndmero real, se llega a su «marca» puntua. Sin
embargo, previamente conviene analizar las expresio-
nes punto dado y nimero dado.

El sentido de dar un punto (para determinar el niUmero
real asociado) exige dos «operaciones» complementa-
rias: la de distinguir en la recta ese punto con alguna
marcay suponer dadas otras dos marcas correspondien-
tes al origen y unidad; en este caso, el problema de
medida consiste en determinar r, conocidos O, | y M.

Si el dato es el nimero, el problema de medida consiste
en determinar M conocidos O, | y r. Ahora bien, para
«dar un nimero» necesitamos unadescripciéninequivo-
cader (como en «r = dos» 0 «r = 0'333...»). Esa
descripcion se apoya a menos en una representacion
(por ejemplo: verbal, base diez, fraccion continua, ico-
nica). Ninguna representacion permite describir inequi-
vocamente todos los nimeros reales; por eemplo, €l
conjunto de nimeros decimales de hastan cifras, D,, es
numerable, mientras que R no 1o es. Sabemos describir
acaso todos los algebraicos asi como muchos nimeros
trascendentes. (Algunos computables son trascenden-
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tes, como 0'123456789101112...2 Algunos trascenden-
tes no son computables.)

Por consiguiente, latarea que vamos aabordar no puede
realizarse exhaustivamente (ni para todo nimero real,
porque hay muchos nimeros reales que no sabemos
describir inequivocamente, ni para todo punto, porque
no sabriamos la descripcion de su abscisa).

También conviene observar que, supuesta una descrip-
cidninequivocade un nimero real, no tenemos garantia
de expresarla en términos de medidas. Asi, la fraccion
continua infinita [1; 1, 1, 1...] carece de significado
meétrico; solo lo adquiere cuando establecemos que se
trata de una representacién del nimero aureo.

Determinacion del punto correspondiente a un nu-
mer o dado

Fijadoslos puntos correspondientesaOy 1, el siguiente
paso en la representacion de un nimero real cualquiera
esdeterminar el correspondiente punto delarecta. Tra-
tandose de un procedimiento de medicion, lamanipula-
¢ion con instrumentos fisicos (como laregla graduada,
el micrémetro, lareglade un solo bordey el compéaso el
intégraf o) paradeterminar laposicién deun nimeroreal
sobre unarecta produce siempre un resultado aproxima-
do. Pasamos, por tanto, revistaadosinstrumentosidea-
les: lareglay €l compés, y €l intégrafo.

» Es posible representar exactamente ndimeros reales
medi ante procedi mientos geométricosqueinvolucran el
uso delareglay el compésideales. Estos nimeros estan
bien estudiados; se denominan constructiblesy constitu-
yen un subcuerpo de R estable por la raiz cuadrada®
(Carrega, 1981).

« Paradeterminar puntosasociadosanumerosreal escon
unintégrafo (Puig Adam, 1962, pp. 109-110), se necesi-
ta un buen conocimiento de laintegral de Riemanny de
algunos movimientos en €l plano (girosy traslaciones)
gue posibilitan la obtencién progresivade unaprimitiva
amedida que serecorre la grafica de unafuncion. Cabe
imaginar simulaciones (no ideales) de este artefacto
basadas en medios informéticos. Si suponemos que la
gréfica de la funcion continua dada constituye una re-
presentacion exacta de dichafuncion, entonces un inté-
grafo ideal permitiria construir segmentos de longitud
arbitrariatt.

En resumen: hay métodos paradeterminar el punto dela
recta correspondiente a un real dado y dependen de la
representacion de éste. Todos los nimeros constructi-
bles con regla y compéas admiten una representacion
ideal mente exacta; | osrestantes niimeros (sean algebrai-
cos o trascendentes) no admiten hoy dia unarepresenta-
cionideamente exacta. El uso del intégrafo para «cual-
quier» namero o la definicion de niUmeros algebraicos
mediante procedimientos finitos (ver Recio, 1998; pp.
101-150) no tienen sentido sin un buen conocimiento
previo del nimero real.
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Deter minacion del nUmeroreal correspondienteaun
punto dado

Laidentificacion del nUmero real que corresponde aun
punto dado M, fijados el origen y la unidad de medida,
desde el punto de vista fisico es siempre aproximada.

« Cuando se conocealgunarelacién entrelos puntosque
correspondenal origen, launidady el punto M, podemos
hablar de unamedidaindirecta, pues esta basada en una
relacién que cominmente es geométrica. En este caso,
desde el punto de vista «ideal», la determinacion del
numero real es exacta, aungque en la préactica es posible
gue se produzca algun error y lamedicion resulte, en el
plano fisico, aproximada. Veamos un ejemplo de medi-
cionindirecta. Enlafigural, se haconstruido unarecta
y se han marcado tres puntos sobre ella, O, | y M, de
modo que la distancia entre | y M es el doble de la
distancia entre O e |. La informacion proporcionada es
suficiente para determinar la abscisa de M, 3, pero la
relacion dada entre laslongitudes de los segmentos Ol e
IM juega un papel critico.

Figura 1l

< I I I .

O I M

« Cuando no se conoce relacion alguna entre los puntos
correspondientes al origen, la unidad y el punto M, la
medicién es aproximada, y se deberecurrir ainstrumen-
tos de medida. En este caso la medicion es directa, por
aplicacion sucesiva del segmento unidad. Se trata de
identificar, en principio, el intervalo de extremos ente-
ros a que pertenece el punto M. Si este punto coincide
conalgun extremo del interval o, el trabajo haterminado.
Si no es asi, es posible realizar subdivisiones sucesivas
en € intervalo, para mejorar cuanto sea posible la esti-
macion del real correspondienteaM. Lafigura2 presen-
ta un gemplo de este tipo de medicidn; conocemos los
puntos O el, correspondientesaOy 1.

Figura 2

A simplevistapodemosafirmar quelaabscisade M esta
comprendidaentre 1 y 2. Si afinamos la observacién y
recurrimos a algun instrumento de medicién (como una
regla graduada o un compas), podemos mejorar nuestra
estimacion numérica, pero siempre estamos limitados
por lapotenciadel instrumento utilizado y por lascarac-
teristicasfisicas del grafico (constituido por un trazo de
tinta de espesor variable sobre una hoja de papel).

Teniendo en cuentalasdistancias queindicael procesa-

dor de texto empleado, entre los puntos O el (1,80 cm)
el y M (1,20 cm) de la figura 2, hemos conseguido
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etiquetar M con laabscisa5/3. Sin embargo, esasdistan-
ciasestan cal culadas con unaaproximacion dedoscifras
decimales. Si dispusiésemos de un programamas preci-
so, la identificacion numérica del punto M (figura 2)
seria algo diferente (la diferencia en valor absoluto
dependera de la aproximacion decimal que ese nuevo
programa permita).

Las medidas directas se agotan habitualmente en D, o
Ds. Es posible proseguir €l proceso de subdividir la
unidad, pero no esseguro que seadmitalaposibilidad de
un proceso infinito. Romero (1995), en sudescripciénde
las actividades de medicion y representacion en larecta
de nimerosirracionales, llevada a cabo con alumnos de
14-15 afios, expresa: «Cuando yo intento diferenciar
entre el plano fisico, en el que estan Ilevando a cabo la
conmensuracion, y el plano ideal, en € que dicha con-
mensuracion se prolongaria infinitamente, ya que no
existiria una parte alicuota que permitiera dar un resul-
tado en forma de fraccion, de forma que se puedan
integrar ambos modos de medida, |os alumnos quedan
fuera de este tipo de discurso.» (p. 231)

En educacion es preciso suscitar la posibilidad de un
procesoinfinito, quejustifique el abandono del marcode
la medida directa, y considerar relaciones geométricas
entre cantidades, esdecir, recurrir alamedicion indirec-
ta. A titulo de ejemplo, consideremos la representacion
en la recta del nimero 1/11. La division de 1 entre 11
conduce a un proceso infinito, caracterizado por la
repeticion del patron «resto parcial igual al», y conduce
al cociente exacto 0'090909009... La aceptacion de este
proceso infinito es clave en el paso de larepresentacién
fraccionaria a la decimal. Las diferentes cifras del co-
ciente se pueden traducir a operaciones de medida:
desdelamarca0, marcar 9 centésimas; desde estamarca,
marcar nueve diezmilésimas, y asi, sucesivamente. Sin
embargo, este proceso infinito de medida no permite
obtener una representaciéon exacta en la recta (en la
practica, lasmarcas acabarian por «superponerse»; enla
teoria, ignoramos como este proceso de medicion direc-
tapodriaconducirnoshastael limite). Paraconseguir esa
representaci dn exacta tenemos que recurrir arelaciones
geométricas elementales (en este caso, el teorema de
Tales) que permiten dividir un segmento unidad en once
partes iguales. (No se debe olvidar que hay infinitos
numeros reales (uno de ellos se describe en la nota 8)
para cuya representacion en la recta no disponemos de
relaciones geométricas.)

Como resultado de este estudio, concluimos que el
establ ecimiento de unarelacion métricaentre dosdelos
segmentos determinados por tres puntos es una condi-
cion necesaria y suficiente para determinar de modo
exacto el nimero real correspondiente auno de esostres
puntos. No hemos encontrado ninguna otra posibilidad.
En esto se apoya, por ejemplo, el fisico, para escribir
formul as con cantidades que en la préacticano se pueden
medir con total precision??,

Larepresentacion en larectadelos nimerosreales esta

ligada a la aceptacion intuitiva de que las marcas sobre
la recta corresponden a los nimeros indicados, pero la
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coincidenciaentre |as marcas geometricasy las etique-
tas numéricas dificilmente sera «exacta».

Como las mediciones reales son siempre aproximadas,
s6lo es posible hablar de una medicién exacta desde un
punto de vista ideal, cuando se realizan mediciones
indirectas, conociendo una relacién geométrica, o me-
dianteconstruccionesconinstrumentosgeométricos(regla
y compas ideales)*®.

Conclusiones
Resumiendo las ideas anteriores:

1) Laidentificacion punto-numero «para cua quier nd-
mero real » esesencial menteaproximadao exigeun buen
conocimiento de R.

2) «Fisicamente», laidentificacion punto-ndmero nunca
€es exacta

3) Para que la representacion sea «ideal mente» exacta,
es necesario que se dé una condicion suplementaria: o
bien el nimero dado esconstructibleconreglay compas;
0 bien el tercer punto dado se relaciona con los corres-
pondientesa 0y 1 mediante unarelacién explicita, que
esequivalentealaconstructibilidad con reglay compas.

Como consecuencia, pensamos que, en educaciéon se-
cundaria, hay razones para afirmar o siguiente:

1) Laasignacion concretapunto-nimero se apoyaen dos
supuestos: a) la recta estd formada por puntos;
b) a cada nimero real le corresponde un Unico punto y
reciprocamente. En educacion secundaria, el segundo
supuesto se genera «intuyendo» o «decretando» que la
constructibilidad se generaliza atodo nimero real.

2) No hay inconveniente en admitir que puedan inven-
tarse procedimientos finitos para asociar exactamente
puntosdelarectay nUmerosreal esno constructiblescon
reglay compés. En este caso, es necesario ampliar la
nocion de punto-ndmero constructible, pero de manera
que esta ampliacién no implique un buen conocimiento
previo de R (el cual, precisamente, se esta estudiando).

REPRESENTACION EN LA RECTA Y
OTRASREPRESENTACIONES

En este apartado repasamos brevemente algunas dife-
rencias entre las representaciones simbdlicas y gréficas
de los niUmerosrealesy larepresentacion de estosen la
recta, con objeto de justificar la conjetura enunciadaen
laintroduccion. En el caso de las representaciones gra-
ficas, hemos limitado el estudio comparativo alarela-
ciénentre partey todo porque éstaeslalnicaque admite
enfogues continuos (cosa que no ocurre con otras repre-
sentaciones gréaficas, como |os nimeros figurados). He-
mosincluido unacoleccién de caracteristicasque consi-
deramos distintivas de la representacion en la recta.
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Representacion enlarectay r epresentacionessimbo-
licas

1) Lanotaci6n decimal constituye unaherramientaesen-
clal para representar nimeros a pesar de que no existe
biyeccién entre D,y R.

2) Lasrepresentaciones simbdlicasno siempre permiten
visualizar la nocion de orden. Larepresentaci on simbé-
licadelosnumerosreal es mediantelanotaciéndecimal,
por gjemplo, permite ordenar dos nimeros dados, aun-
gue en algunos casos no se logre «de un vistazo» el
reconocimiento de qué nimero es mayor, Como ocurre
con la pareja 0'4899899 y 0’ 4898999.

Lacomparacion dedosfraccionesserealizarecurriendo
aun algoritmo. Lacomparaciondedosradicalesdeigual
indice se realiza directamente comparando | os respecti-
vos radicandos. Cuando se comparan ndmeros reales
expresados con diferentes notaciones simbodlicas, €l tra-
bajo esméascomplejoy esnecesario, muchasveces, usar
una representacién comun, como ocurre en |os siguien-
tescasos: V2'y 17/12; ty 22/7.

3) Para indicar el nimero real que corresponde a un
punto delarecta, esnecesario recurrir a unarepresen-
tacién simbdlica, como, por ejemplo, la notacion frac-
cionaria, lanotacion en el sistemadecimal olanotacion
operatoriahabitual deradicales. Sin estasrepresentacio-
nes simbdlicas, la marca en la recta seria imposible de
interpretar.

La notacion fraccionaria (2/3) y la de radical (V2) se
apoyan, a su vez, en la notacién decimal. Numerador,
denominador, indice y radicando estan formados por
ndmeros expresados en el sistema decimal (2, 3, 2, 2,
respectivamente). En estos casos, un algoritmo u opera-
¢iOn permite pasar aunarepresentacion decimal aproxi-
madade dichos nimeros. Sin embargo, ladiferenciaque
se establece con la representacion en la recta es que
cual qui erade estas combinaciones de simbolos (2/3, v2)
representaun Unico nimero que quedaidentificado com-
pletamente con esa representacion. Un punto sobre la
rectadebe asociarse aalgunaetiquetasimbolicaparaque
seproduzcalarepresentaci én del nimero real asi simbo-
lizado en aguéllat.

4) Un nomero admite representaciones equivalentes
(2/3 = 4/6; 2v¥2= 274, mientras que los puntos son
idénticoseindiferenciados. Aunque cual quier represen-
tacion simbdlicainequivocaidentifique un Unico nime-
roreal, enlarectasenecesitaunapareja(punto resaltado
-representaci on simbdlica) paraidentificar laasociacion
Unica punto-namero.

Representaciéon en larectay relaciéon entre partey
todo

Los graficos utilizados para expresar la relacion entre
parte y todo sélo comparten con larepresentacion en la
rectalaidea de asociar un nimero aun signo o gréfico
(un punto sobrelarectao unafigurageométricadividida
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en su interior). Las diferencias entre ambos modos de
representacion grafica son diversas. He aqui las més
destacables:

1) Cada grafico de larelacion entre parte y todo repre-
senta unos pocos numeros real es (constructibles o no).
La recta, en cambio, es un modelo del conjunto de
ndmeros reales.

Figura 3

La figura 3A representa la relacion constructible entre
tres nimeros reales: x/3, 2x/3 y x. En 3B s6lo hay
etiquetados dos puntosy resaltados otros dos, que iden-
tificamosféacilmente conlosnimeros2y 3. No obstante,
al observar ese segmento, imaginamos que contiene
todos |os nimeros reales.

2) Enlosgraficos que expresan larelacion entre parte y
todo, no siempre es necesario acudir a un sistema de
representacion simbolico parareconocer al nimero que
seestarepresentando. El gréfico de 3A poseelainforma-
cidn necesaria para identificar tres nimeros (normal-
mente, 1, 1/3 y 2/3). En la representacién en la recta
numeérica, la identificacion de los puntos necesita de
algun tipo de representacién simbdlica (con excepcion,
acaso, de algunos enteros).

3) Unarepresentacion como lade 3A permite comparar
un todo con algunas de sus partes (11> 173, 11> 2173) 0
algunas partes de un todo (2173 > 1/3). Sin embargo, ho
exhibe necesariamente el orden de las partes.

Algunas caracteristicas de la representacion en la
recta

Resumimos|as caracteristicas delarepresentacionenla
rectaque, segun se desprende delo dicho, consideramos
esenciales en apoyo de la conjetura enunciada en la
introduccién.

1) Aceptando el axiomade Cantor, larecta seidentifica
con el conjunto ordenado de los nimeros reales
(Crossley, 1987). Permite, en principio, representarlos
todos, uno por uno, mediante puntos.

2) Larepresentacion en larecta ayuda aintuir el orden
continuo y total de R.

3) Larepresentacién de un nimero en larecta se apoya
en un procedimiento de medida de longitudes mediante
el cual es posible resaltar un punto y atribuirle una
representacion simbdlica correspondiente a algun siste-
ma de representacion de nimeros. Hemos presentado
ejemplos en que la atribucién numérica de los puntos
resaltados fue posible gracias al uso de uno de los
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sistemas de representacion (decimal, fraccionaria o
iconica).

4) La ausencia de exactitud en las representaciones de
reales en larecta, realizadas con diferentes instrumen-
tos, supone reconocer la diferencia entre abscisay eti-
quetaasignada. Dificilmentela etiqueta correspondien-
te aun punto «marcado» sobre larecta coincidiraconla
abscisacorrespondienteadicho punto (Notas8y 9), con
excepcion de las etiquetas correspondientesa0y 1, que
son fijadas de antemano. Bachelard (1969, p. 211) deno-
mina obstaculos del conocimiento cuantitativo ala po-
sibilidad de obtener resultados erréneos como conse-
cuenciade un conocimiento inmediato que es subjetivo.
Un conocimiento adecuado de la representacion en la
recta exige la adquisicion de criterios de «tolerancia»
para efectuar la mencionada distincion.

5) Cada uno de los segmentos de recta sobre los que se
representan unos pocos nimeros (el origen, launidad y
algunosotros) estasimbolizando el conjunto deniimeros
reales en su totalidad. La representacién en la recta
permite «actualizar» en un segmento (como en lafigura
3B latotalidad del conjunto de nimeros reales.

6) La continuidad intuitiva de la recta permite expresar
la continuidad de R (la cual se manifiesta por el axioma

NOTAS

1 Lasiguientecita(adaptada, con ayudade corchetes) de Truss
(1997, p. 112) exponeclaramentelacuestion: «Laconstruccion
delosnumerosreal esapartir de Q[plantea] algunos problemas
conceptuales que no se dan en Zy Q. La no-numerabilidad
(uncountability) de R sediscutirdenlaseccion siguiente. Aqui
gueremos enfocar otro punto, y es que el nuevo axioma que
estamos exigiendo que cumpla R es «de segundo ordenx». [En
el primer orden,] lasvari ablesdeberian exclusivamenterecorrer
|os el ementos del dominio que se estaconsiderando. Esteno es
el caso [con los nimeros reales]. La afirmacion de que R es
completamenteordenado (order-complete)implicacuantificadores
sobre subconjuntosde R: «[...] paratodo subconjunto X de R,
si X esno vacio y acotado superiormente, entonces|[...]». Este
esun axiomade segundo orden. M &spreci samente, unaférmula
es de segundo orden si todas | as variables recorren el dominio
0 sus subconjuntos; [...]».

Se comprende que, en bachillerato, resulte dificil o imposible
trabajar cabalmente el axioma de completitud.
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de completitud o proposicién equival ente) pero también
permite expresar lacontinuidad de otros conjuntos «mas
amplios» (como el de los hiperreales).

Aceptando, como hipétesis de trabajo, la conjetura de
que larepresentacion en larecta es mas compleja (con-
ceptual y procedimentalmente) que otras representacio-
nesde losnimerosreales, y explicitado el sentido dela
diferencia entre dichas representaciones, se deducen
algunas delas precaucionescon quelarepresentacion en
la recta debe trabajarse en educacién secundaria. Estas
precauciones atafien ala «naturaleza» de larectay alas
intuiciones que soportan una concepcién de la recta
geométrica, a las dificultades conceptuaes y procedi-
mental es delaasignaci6n punto-nimeroy alaimposibi-
lidad de realizar esta asignacién en su totalidad (salvo
como creencia soportada por una generalizacion).
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2 Esta seleccién elude dos destacadas aportaciones: 1) Como
aceptamosel infinitoactual, no hemosincluidolasmatematicas
Ilamadasconstructivas(Bishopy Bridges, 1985) ni laspoderosas
intuicionesel aboradas sobreel «continuo constructivistax. Por
gjemplo, Van Dalen (1997) describe el continuo intuicionista
como «indescomponible» y demuestra que, «si se quita un
punto del continuo intuicionista, quedan puntos de los que no
podemos saber si pertenecen o no a la parte restante».
2) Hemos descartado también la mencién de los nimeros
surrealesde Conway. Aunque sehan publicado presentaciones
de estos nimeros en forma de cuentos (Knuth, 1979) y €l
acercamiento puede hacerse a través de la teoria de juegos
(Mainzer, 1990), las demandas al gebrai cas de su construccién
parecen excesivamente complejas para usarlas fuera de la
universidady, sobretodo, antesde conocer los niimerosreales.

3 En el capitulo histérico de su libro, Robinson relaciona sus
infinitésimoscon|ascantidadesinfinitesimalesy evanescentes
gueestuvierontanal usoalolargodelossiglosxviiy xviii, pero
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hoy por hoy no estamosen condicionesde «ver» losinfinitésimos
(Kossak, 1996).

4 Al usar el término intui ci 6n entramosen un campo psicol 6gico
inevitablemente compl g0, en el que no somos expertos. Hasta
donde somos capaces de controlar el sentido de este término,
seguimos a Fischbein (1987).

5 Estonoequivaleadecir que«cadaaxioma»enuncieformalmente
unaintuicion ni que cada conjunto de axiomas corresponda a
un «conjuntox dado deintuiciones. El lenguaje matemético de
hoy no tolera enunciados que puedan calificarse de «psico-
| 6gicamentevagos»; el matemético quequierediscutir oampliar
unaaxiométicanotienemasremedioqueenunciar otraaxiomatica
y extraer consecuencias logicas de ella.

¢ Considerando un punto X, de una semirrecta, se escribe X,
paratodo segmento congruente a0Xx;, x, para0l. Se expresa
Xy = Ny X + X, conX, < x, X =n, X, + X, con X, < X, etc. Sl
en algun estado no hay resto o proceso termina.” Asi,
descomponen 0X; y 01 en subi nterval osyse pueden usar Ios n,
paraetiquetar el puntoX SeescribeX,=[n, n;,n,..] (Fowler
1992, p. 726). El proceso no termina cuando né hay unidad
comun de medida entre el segmento unidad y € segmento
considerado, como seexplicaen Gardiner (1982, pp. 53-54). El
etiquetado asi definidonooriginael etiquetado habitual, consistente
en la repeticién de una unidad y, cuando es necesario, una
subdivision de la unidad. En el procedimiento propuesto por
Fowler, las etiquetas de cada punto se corresponden con los
sucesivos divisores obtenidos en el algoritmo de Euclides.

7 Describimos comodamente (pero negativamente) el orden
continuo de R (y de la recta de puntos) diciendo que no hay
ningln método que permita asignar un sucesor atodo nimero
real (ni atodo punto). Por o querespectaal ordentotal, elegida
laorientacién habitual, decir queun punto A estaalaizquierda
de otro punto B equivale a decir de sus respectivas abscisas
(ryr’)quer <r'. Esto permite asociar ordenadamente cada
nimero real con «su» correspondiente punto de larectaen la
guepreviamente sehanmarcado el origeny launidad: sir <r’,
el puntoasociadoar + aestdalaizquierdade r’'+ a, cualesquiera
gueseanlosnumerosr, r’, a. Si, ademas, a> 0, tambiénraesta
alaizquierdader’a.

8 Estaescrituradecimal esequivoca; seapoyaenun procedimiento
implicitoqueel lector habraseguramente adivinado: concatenar,
desde la coma decimal, todos los nimeros naturales en base
diez. En este caso, el nimero es computable porque el
procedimiento permite predecir, paratodo n, lacifran-ésima
del ndmero.
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