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SUMMARY

Inthisreport weindicate aresearch related to | earning the geometry of solids, that shows some examplesof families
of solidsthat studentsinclude in the mental objectsthey construct for these families and some mistakes they make as
a consequence of the difficulties that mathematical content (concepts, properties, relations, etc.) present for the
students. This can be prompted o encouraged by the teaching of the subject.

Resultsherereported are obtai ned through the anal yses of information requested from interviewsand working sessions
carried out with two groups of students aged 12 years. We also analyze the answers that Teacher Training College
students gave in writing to some activities they were asked to do before being treated in class.

PRESENTACION

El estudio que se expone en este articulo es parte de un
trabajo masamplio (Guillén, 1997) en el queseaplicé el
modelo de Van Hiele a la geometria de los solidos. El
trabajo explora procesos de ensefianza-aprendizaje en el
ambito de cursos dirigidos a futuros profesores de pri-
mariay en sesionesdelaboratorio con nifios de 12 afios.

Los objetivos de la investigacion son:

— Obtener caracterizacionestetricas paralosnivelesde
Van Hiele para la geometria de los solidos.

— Disefiar unaunidad de ensefianzaparalageometriade
lossdlidos, organizadasegin losnivel esde razonamien-
to de Van Hiele y teniendo en cuenta las fases de
aprendizgje.

— Elaborar testsy modelos de respuestas para los items
de los tests.
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— Determinar el nivel de razonamiento de Van Hiele de
estudiantes de magisterio parala geometria de los soli-
dosy obtener i nformaci 6n sobre cémo evolucionaéste al
realizar las tareas de la unidad de ensefianza.

— Obtener informacidn sobre como los estudiantes van
construyendo ciertosobjetosmental esdeconceptosgeomé-
tricosrelacionados con los solidosy como van amplian-
dolos durante el proceso de ensefianza-aprendizaje.

En este articulo nos centramos en la investigacion rela-
cionada con una parte del Ultimo objetivo. Vamos a
indicar ejemplos que |os estudiantes incorporan en los
objetos mentalest que constituyen para determinadas
familias de solidos, y propiedades, relaciones e ideas
erréneas que también pueden incluir. Entre éstas hemos
distinguido: a) las ocasionadas por |as propias represen-
taciones fisicas de los sdlidos con los que se trabaja;
b) lasocasi onadas o fomentadaspor el propio proceso de
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ensefianza, al introducir los conceptos a partir de fami-
lias especificas, como consecuencia de los modelos
fisicos empleados o por las sugerencias dadas; y, final-
mente, €) las que pueden ocasionarse por el proceso de
aprendizaje que tiene lugar; esto es, cuando surgen
problemas de lenguaje, o los juicios para establecer las
propiedades se basan en subfamilias, o se basan en parte
de lafigura cuando se deberia tener en cuenta toda
entera, etc.

L os sélidos que han servido de soporte para nuestro
trabajo pertenecen alas familias de |os prismas, antipris-
mas, pirdmides o bipirdmides?; s6lo en algin caso co-
rresponden al cilindro, el cono o la esfera.

Figura 1

MARCO TEORICO

El marcotedrico del trabajodesarrollado esel modelode
Van Hiele (1986) junto con el trabajo de Freudenthal
(1971, 1973, 1983). Como marco psicoldgico se ha
utilizado especialmente el trabajo de Vinner y sus
colaboradores (Hershkowitz, 1990; Hershkowitz,
Bruckheimer y Vinner, 1987; Vinner, 1976, 1983;
Vinner y Hershkowitz, 1983).

El modelo de Van Hiele hasido ampliamenteinvestiga-
do. Lasinvestigacionesque hemostenido en cuentaen el
trabajo que se presenta en este articulo son la Burger y
Shaughnessy (1986), Fuys, Geddesy Tischler (1988) y
Mayberry (1983). Todasellasrelativasal modelodeVan
Hiele que han considerado los errores de | os estudiantes
parasacar conclusionesrespecto acomo sedesarrollasu
conocimiento geomeétrico.

Aqui también comentaremos solo parte del trabajo de
Freudenthal, (1971, 1973), quien, después de plantear e
intentar responder a lo que él llama tres cuestiones
filosoficas (qué son las matematicas, qué es la educa-
cién, y si se deberia ensefiar las matematicas como un
sistema deductivo), encontramos otra pregunta (¢qué es
geometria?) y unafundamentacion tedricade la geome-
triacomo cienciaque parte del espacio (del espacio en el
gue el nifio vive y se relaciona) y que sirve como
vehiculo paradesarrollar el razonamiento |égico. Estos
trabajosfundamentan tedricamentenuestraposicién res-
pecto a las relaciones que existen entre |os contenidos
geométricos; esto es, €l tipo de razonamientos que los
engarzan y que en laensefianza pretendemos desarrollar

36

como objetivo de primer orden: razonamientos 16gicos,
gue significan procesos matematicosde anélisis, clasifi-
cacion, definicion, conjetura, generalizacion y demos-
tracion.

Lasideas de Freudenthal que han tenido méasrelevancia
para nuestra investigacion (1973, 1983) aportan suge-
rencias o comentarios concretos referidos ala ensefianza-
aprendizaj e de conceptos geométricos. Como ya hemos
indicado, él introduce la terminologia objeto mental/
concepto que utilizamos aqui.

L osestudiostedricosque conforman el marco psicol 6gi-
co de lainvestigacion realizada se refieren a la forma-
cién de conceptos en geometria. Y a que nos centramos
en conceptos geométri cos, aunque éstos estén relaciona-
dos con los solidos, las conclusiones obtenidas por los
investigadores paralageometriaplanalas consideramos
como marco parainterpretar |as conclusiones obtenidas
en nuestra investigacion.

Vinner y sus colaboradores han investigado acerca del
aprendizaje de conceptos geométricos. Ademas de pre-
ocuparse de que |l os estudiantes adqui eran determinados
conceptos de geometria planay de que se perfeccionen
y amplien susimégenes®, han tratado de explicar lo que
ocurre en la mente de los estudiantes cuando, una vez
que se supone que el concepto ya se ha adquirido, seles
pide que identifiquen o construyan ejemplos.

Vinner y Hershkowitz (1983, pp. 21-22) sefialan, que en
laidentificacion o construccion de ggemplos de un con-
cepto, se pueden distinguir al menos tres elementos:
a) laimagen del concepto; b) ladefinicion del concepto;
¢) un grupo de operaciones, mentales o fisicas, como
ciertasoperaciones|gicaso como girar unafiguradada
para obtener una orientacion en la que una comparacion
con el dibujo mental sea més facil.

Aclaran que la descripcién hecha es importante parala
ensefianza de conceptos porque se han delimitado los
elementos que deben formarse en la mente para que
ocurralaidentificacion y la construccion: deberiaintro-
ducirse una variedad de gjemplos en una variedad de
orientaciones, una definicién verba e instrucciones so-
bre como realizar ciertas operaciones (mentalesy fisi-
cas). Pero también advierten que este andlisis no garan-
tizaunaidentificacidny construccién con éxito si biensi
guetieneunarepercusion en laensefianza. Delimitan los
distractoresde orientaciény distractoresde configura-
cién. Paraaclarar aqué corresponden losdistractoresde
orientacion indican que «por razones perceptuales, la
imagen del concepto de angulo recto podriaincluir sélo
los colocados en unaposicién vertical y que, sin embar-
go, S se es consciente de esto, se puede girar el papel
hasta colocar el angulo en una posicion vertica vy,
entonces, se superalalimitacion perceptual ». Paraintro-
ducir los distractores de configuracion, dicen: «Como
consecuencia de la experiencia pasada, un concepto
imagen de una altura en un tridngul o podriaincluir sélo
alturas que caen dentro del triangulo y, asi, también se
diferencianlasdibujadasdesde cadaladodel tridngulo.»
Afaden que, «si, en este caso, ladefinicion del concepto
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es correcta y se tienen las operaciones adecuadas, €l
resultado puede ser correcto.

Por otra parte, Hershkowitz (1990, pp. 81-84) recopila
las conclusiones de los trabajos del grupo de psicologia
delaeducaci 6n matematica (I nternacional Groupfor the
Psichology of Mathematics Education, PME). Hatrata-
do dedescribir, apartir delosresultados obtenidosen la
experimentacion, el proceso cognitivo quecaracterizala
construccion de conceptos geométricos basicos y el
desarrollo cognitivo de las imagenes de los conceptos.
Destacael papel delosprocesosvisualesenlaformacion
de la imagen de un concepto. En los conceptos sobre
objetos tridimensional es, éste es especialmente impor-
tante. Subraya que, para comprender mejor cOmo cons-
truyen los estudiantes i magenes de conceptos geométri-
cosy cudles son |losfactores que tienen unaimportancia
en su desarrollo, es necesario realizar un andlisis de los
conceptos y de su estructura matematica. Sefialaque la
mayoriade las estructuras de conceptos basi cos pueden
describirse como conjuncién de las propiedades que
poseen y aporta un esgquema que describe las relaciones
matematicas entre los elementos de un concepto mate-
matico. Para €llo, usa la terminologia de atributos criti-
cos (relevantes) y de atributos no criticos (irrelevantes)
gue nosotros utilizamos en este trabajo. Para esta autora
«EI concepto se derivade su definicion matematica, por
lo que tiene atributos relevantes (criticos, los atributos
gue un concepto tiene que tener para ser ejemplo del
concepto) y atributos no criticos (los que s6lo poseen
algunos ejempl os)».

Paradescribir el desarrollo cognitivo de los estudiantes
en relacién con las iméagenes de | os conceptos, cree que
esnecesario considerar también lo quellamael fendme-
no prototipo (los ejemplos prototipo son generalmente
los ejemplos que tienen la lista de atributos «mas gran-
de»; se logran primero y existen en la imagen del con-
cepto de la mayoria de los estudiantes), juicios
prototipicos (el ejemplo prototipo es la base para
juicios prototipicos) y rasgos analiticos (este tipo de
razonamiento se basa en los atributos criticos del
concepto).

Hershkowitz (1990) remarcaquehay evidenciadequela
construccion delaimagen de un concepto es unamezcla
de procesos visuales y analiticos; que el fenémeno pro-
totipoy losjuicios prototipicosen sumayor parte son un
producto de procesosvisuales; y quelosatributosirrele-
vantesgeneral mentetienen fuertescaracteristicasvisua-
lesy, por lo tanto, se logran primero y actlan como
distractores.

La misma autora sefial a otras caracteristicas de la cons-
truccién de conceptos béasicos: un orden jerarquico en el
logro de ejemplos de conceptos, comunes a toda la
poblacion y que progresan con la practica (comienzan
con gjemplos prototipo y contindian con otros, bien por
procesos visuales o analiticos), y diferentes tipos de
patronesdeideaserroneasdentro delamismapoblacién.
Distingue entre: a) ideas erréneas (misconception) que
los estudiantes se resisten a abandonar (que tienen el
mismo patron de incidenciaen un cursoy en el siguien-
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te); b) ideas erréneas quelos estudiantes corrigen conla
adquisicion del concepto; y ¢) ideas erréneas que los
estudiantesincrementan con laadquisicién del concepto
(que se desarrollaron con el proceso de aprendizaje).

Hay otras investigaciones relativas alaintroduccion de
los conceptos (via ejemplosy no €jemplos), que vale la
pena considerar (Charles, 1980; Hoffer, 1978). En
Charles (1980), mediante dos situaciones observadas en
clasesdeensefianzaelemental, en EEUU, semuestraque
lostipos de g emplosy no e emplos usados para ensefiar
un concepto y la manera en como se utilizan éstos
influye en el grado de comprensién. Hoffer (1978) es
especialmenteinteresante. En este trabajo se encuentran
guias para considerar cuando se ensefian conceptos.
Ademas, indicalo que cabe esperar que pueda hacer un
estudiante en relacion con un concepto nuevo: que sea
capaz de escoger y reconocer todos los ejemplos del
concepto y producir nuevos gjemplos; y puesto que
necesita comunicar sobre los conceptos, en alguin esta-
dio deberiaser capaz deinterpretar y producir lapalabra
(o el simbolo) para el concepto. Respecto asi €l estu-
diante podria dar una definicién del concepto, advierte
que «aunque las definiciones expresadas en el nivel
adecuado pueden ayudar en laformacion de conceptos,
hay un peligro de confiar en laverbalizacion. Lo impor-
tanteeslaidea, y recitar maquinal mente una definicion
no asegura que la idea esté presente» (Hoffer, 1978,
p. 143).

El trabajo de Clementsy Battista(1992) también merece
atencion. Recopila la investigacion realizada sobre el
rendimiento de |os estudiantes en geometria; asimismo
revisalainvestigacion en el desarrollo del conocimiento
geométricodesdelastresperspectivasteodricasprincipa-
les(Piaget,losVanHieley cienciacognitiva); considera
larelacion entre el pensamiento espacial y las matema-
ticas, la relacion entre la naturaleza del razonamiento
espacial y las imagenes, y considera también intentos
gue se han hecho para ensefiar habilidades espaciales.
Ademésdedicaunaseccion alasrepresentacionesdelas
ideas geométricas en la que incluye resultados que se
refieren aconceptos, diagramas, «manipul ativos» y com-
putadoras.

Otras investigaciones que suponen un soporte para este
trabajo tienen que ver conlavisualizacién. Lavisualiza-
cién se ha considerado Util en el aprendizaje de las
matematicas, como soporte para la intuicién y forma-
cion de conceptos (Bishop, 1989; Clements y Battista,
1992; Dreyfus, 1991; Fischbein, 1987). Delasmdltiples
investigacionesquese hanrealizado relativasalavisua-
lizacion, nos centramos en las que tratan como los
diagramas pueden af ectar en lasrepresentacionesque se
construyen los estudiantes de |os conceptos, teoremasy
problemas, y tienen en consideraci én erroresque pueden
surgir de la interpretacién que los estudiantes hacen de
los propios diagramas. Merecen atencion las investiga-
ciones que han subrayado el doble estatusde |os objetos
geométricoscomo un obstaculo parael aprendizajedela
geometria (Mesqguita, 1992) y las que centran su aten-
cion en lafigura geométricay el dibujo que representa
esta figura (Laborde 1996; Parzysz, 1988, 1991).
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Nosotros hemos intentado evitar, en la medida de lo
posible, los problemasde vision espacia que se derivan
del estudio de los sdlidos. Es por esto por o que hemos
trabajado con model os materiales de los solidos, y solo
en algunas ocasiones con dibujos de ellos. Al trabajar
con model os fisicos de los s6lidos, podemos considerar
como andlogo ala «figura geométrica» de la que habla
Laborde (1996), el «modelo geométrico»; éste puede
verse como larelacion entre las diferentes representa-
ciones materiales de los s6lidos (model os u armazones
construidos con diferentes materiaes) y los solidos (el
objeto geométrico). Resultainteresante, por tanto, con-
siderar lasinvestigaciones que se centran en lainterpre-
tacion de los dibujos geométricos, pues sus resultados
pueden soportar losresultadosobtenidossobrelasrepre-
sentaciones materiales de los solidos.

Asimismo, las consideraciones que se hayan hecho so-
bre las propiedades de los objetos geométricos que
reflgjan los dibujos de los mismos pueden ser andlogas
a las propiedades de un objeto que refleja el modelo
material del mismo. Es por esto por lo que otrasinvesti-
gaciones queforman parte delo que constituye el marco
tedrico para € analisis de errores que presentamos en
este articulo serefieren alo que Fischbein (1987) Ilamo
estructura conceptual que interviene (investigaciones
ya mencionadas que vamos a describir brevemente a
continuacion).

Mesquita (1992) sefiala que entre | os obstacul os encon-
trados en el aprendizaje de la geometria, el que llama
doble estatus de | os objetos geométricos parece ser uno
de los més primitivos (pues resultadel origen mismo de
la geometria) y del que, como consecuencia, surgiran
otroserrores. El doble estatusresultadel hecho siguien-
te: en geometria, todo concepto, si bien esdistinto desus
representaciones externas, corre el riesgo de ser dificil-
mente disociable de ellas. De ahi que las representacio-
nes externas de cualquier concepto geométrico conlle-
van una ambigledad fundamental que se trasladaen lo
que la autora llama el doble estatus de los objetos
geométricos: todo |o que se apoya en objetos generales
y abstractos («ideas» paraPoincaré) no puede ser expre-
sado mas que por una configuracion especifica, que
implica objetos concretos y particulares. Apunta tam-
bién que este doble estatus puede que no lo perciba el
estudiante que se enfrentacon un problema geométrico,
pero laambigiiedad que resulta puede ser una fuente de
conflicto.

Laborde (1996) consideralafigura geométrica como la
relacién entre el dibujo y el objeto geométrico®. Sefala
gue con los dibujos de objetos geométricos se forman
con el tiempo model os prototipo de objetos geométricos
como resultado de influencias a la vez perceptivas y
culturales. Este problema también se detecta en las
investigaciones de Hershkowitz y sus colaboradores
(ellos lo llaman fenémeno prototipo y juicios proto-
tipicos).

Al fijarnos enlas propiedades de un objeto quereflejael

dibujo, se ha detectado que «es necesaria una descrip-
cién discursiva que caracterice el objeto geométrico
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para eliminar las ambigiiedades inherentes al dibujo»
(Parzysz, 1988, 1991). Laborde (1996, p. 70) habla del
dominio de funcionamiento (conjunto de las propieda-
des geométricas representadas por ciertas propiedades
espaciales del dibujo) y del dominio de interpretacion
(todas las propiedades espaciales del dibujo no pueden
ser interpretadas como propiedades del objeto). Vinner
y Hershkowitz (1983, p. 22) lo han subrayado también,
comoyahemosindicado, cuando nombran losdistracto-
res de orientacion y de configuracion.

METODOLOGIA Y. CONTEXTO PARA LA
EXPERIMENTACION

El estudio que se describe aqui, al intentar averiguar lo
guelosestudiantesincluyen en | os objetos mentales que
constituyen para determinadas familias de sdlidos, con-
diciona una metodol ogia basada en la entrevista: A los
estudiantes siempreles cuestamenosexpresarse verbal -
menteque por escrito, por lo quetienden adar respuestas
mas largasy, en el caso de que tengan dificultades para
hacerse entender, hacen esfuerzos paraello. Ademas, la
entrevistapermiteincluir cuestionesnuevasy alterar las
cuestiones planificadas en funcién delasrespuestas que
denlosestudiantes alas preguntas planteadas (Burger y
Shaughnessy, 1986).

Por otro lado, para obtener lamayor cantidad posible de
informacién sobre lo que aprenden los estudiantes, uti-
lizamos también otros métodos que permiten obtener
informaci 6n deformasi multaneasobre gran variedad de
alumnos, incluso de niveles educativos diferentes. Asi,
realizamos un andlisis de:

a)las respuestas que dieron por escrito estudiantes de
magisterio a determinadas actividades que se les plan-
tearon paraquelasresolvieran en casaantesdetratarlas
en clase;

b) las observaciones de clase y las discusiones;

¢) las sesiones de trabajo realizadas con estudiantes de
magisterioy con estudiantes de 6° de EGB (nifiosde 12
anos);

d) las respuestas que dieron estudiantes de magisterio a
cuestiones que se plantearon después de experimentar
una unidad de ensefianza;

€) lasentrevistasindividual esaestudiantesde magisterio.

Los estudiantes

El estudio se desarroll6 tomando como medio |os cursos
y grupos de estudiantes de magisterio, de diferentes
niveles educativos, que se indican en la tabla |. La
mayoria de los cursos corresponde a asignaturas del
curriculo en vigor en las que se imparte geometriay de
las que la investigadora es profesora. Unos correspon-
den a cursos que pertenecian a curriculo en vigor en la
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Escuela del Profesorado de EGB de Vaencia hasta el
curso académico 1993-94, que se impartian en el tercer
curso, en laespecialidad de Ciencias (3° C) o de Educa-
cion Especial (3° EE). Otros corresponden a grupos de
estudiantes de magisterio que cursaron la asignatura
optativa de cuatro créditos Geometria del espacio, del
plan de estudios de la Diplomatura de Maestro de
la Universitat de Vaeéncia®. También participaron
estudiantes de 6° de EGB (12 afios). EI nimero de
estudiantes de cada grupo que asistianormalmente alas
sesiones oscilaba entre los dos nimeros que indicamos
en latablal en lafila «nimero de estudiantes».

L os dos grupos de estudiantes de 6° de EGB (12 afios)
fueron sel eccionados por su profesoraentre un grupo de
voluntarios para colaborar con nosotros. La eleccion
realizada respondié al criterio de que fuese lo mas
representativa posible del nivel intelectual de los estu-
diantes del aula. Ningun estudiante pertenecié alos dos
grupos.

Seleccionar diferentesgrupos de estudiantes de magi ste-
rio tuvo como intencién obtener unaampliainformacion
sobre procesos de aprendizaje. No pretendia comparar
los datos obtenidos en los diferentes grupos, ni los
obtenidos con estudiantes de magisterio y con nifios de
12 afios.

Procedimiento de las sesiones de trabajo con nifios
de 12 afios

Antes de comenzar laexperimentacioén, los nifiostuvie-
ron cinco sesiones de unahoracon otra profesora, en las
que seintrodujeron lasfamiliasdelos prismas, antipris-
mas, pirdmides y bipiramides, que eran las familias de
solidoscon lasque ibamosatrabajar. Todaslas sesiones
sellevaron a cabo fuerade las horas habitual es de clase.
Respondian al modelo de entrevista en la que participa-
ban varios nifios. Paralamayoria de las actividades, los
nifos estuvieron organizados en un sélo grupo, alrede-
dor de una mesa ovalada que tenia capacidad para 9
nifios. En el centro de la mesa estaban colocados una

gran variedad de modelos fisicos de solidos de las
familias que ya se habian trabgjado en las sesiones
previas. Y losnifios sabian que en otras cajas habiaotros
modelos fisicos de poliedros. A los estudiantes se les
dijo que se lesiban a hacer algunas preguntas sobre las
familiasde sélidosque habianvisto conlaotraprofesora
en |las sesiones anteriores y que, pararesponder, podian
usar papel y lapiz, reglay compés. Seaclard también que
podian seleccionar el modelo fisico que quisieran delos
gue habia encima de la mesa y, que para hacer sus
propias construcciones, podian usar siempre que quisie-
senlosmaterial esqueyahabian utilizado en lassesiones
previas. los formados por poligonos (troquelados o
polydron), las varillas y mecanismos de engarce o los
cubitos multilink.

Lascuestioneslasplanteabalaautoradelainvestigacion
verbalmente en formade cuestiones, bien como pregun-
tadirigidaatodoslosnifioso auno deellosdirectamente
(Guillén et al., 1992). Se identificaban gemplos de
determinadas familias de sdlidos (ejemplos que resulta-
ban o no familiares); se presentaban modelos fisicos o
armazones y se mostraban en diferentes posiciones.
Ejemplos de estas cuestiones son:

— Se muestra un modelo de un antiprisma pentagonal de base
regulary sepregunta: ¢A quéfamiliapertenece? ¢Por quédices
gue es un antiprisma? Si te fijaras en los vértices, ¢podrias
decir algo? Y estapropiedad que hasdicho, ¢lacumplen todos
|os antiprismas?

— Se muestra una pirdmide oblicua cuadrada en posicion
estandar y se pregunta: ¢A qué familiapertenece este model 0?
Se apoya en una aristay se pregunta: ¢Es piramide? ¢Seguro
gueloes(nolo es)? ;:Quéhemosdicho en repetidasocasi ones?
&Y cudl seralabase de esa pirdmide?

—Semuestrael armazén del rombododecaedroy se preguntasi
es un poliedro o no.

En otrasactividades se pediaque se construyeran mode-
los 0 armazones de ejemplos de a guna familia de sdli-
dos: Construir un antiprisma. ¢Cémo se llama el anti-
prisma que has construido? ¢Como lo has construido?
¢cConoces otra manera de hacerlo?

Tablal

Grupos de estudiantes y nimeros entre los que oscila el nimero de estudiantes/grupo que participaron en las experimentaciones.

Grupols 3C 3°EE Opt. Geom. Esp. Nifios de 6° de EGB
y (tres grupos) (dos grupos) (dos grupos) (dos grupos)
Ccur sos 1992-95 1993-94 1994-96 1991-93
Num.
de estudiantes-grupo 50 - 60 20-30 8-11 3
50 - 60 10- 15 5-8 4
50 - 60
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También se plantearon tareas que pretendian averiguar
lasideasquelosestudiantestenian acercadeloselemen-
tosdelossdlidos, delosdiferentestiposde angulosy de
diagonales de los solidos, o de la atura de los prismas,
antiprismas, pirdmidesy bipirdmides. También se pre-
sentan actividades de clasificacion en las que se establ e-
cieron familias con criterios visuales (por ejemplo, los
prismas rectos y 10s oblicuos, o |os prismas concavos y
los convexos), que resultaron interesantes.

Los nifiostenian que dar larespuesta verbalmente o por
escrito en una hoja que se les entregaba para que resol -
vieran laactividad correspondiente. Cuando las cuestio-
nes se planteaban a cada nifio, en muchos casos, se
seguiaun orden: o bien comenzabamospor losnifiosque
tenian més dificultades y seguiamos progresivamente
hastalosméasavanzados, o comenzabamospor cual quie-
ra de ellos y luego dejabamos que ellos respondieran
libremente.

Las cuestiones se elaboraron de manera que con la
respuesta de un nifio no se agotasen todas las posibles
respuestas. Otras veces, lo que se pedia era que se
confirmase o refutase lasrespuestas de |os compafieros:
las discusiones entre ellos facilitaban que los nifios
exteriorizaran sus ideas sobre determinados conceptos,
que era el objetivo principal. Todas las sesiones fueron
grabadas en video.

Procedimientodelassesionesdetrabajocon estudiantes
de magisterio. Las actividades de clase

El estudio de estas formas tridimensional es en magiste-
rio lo comenzamos organizando de alguna manera los
objetos que encontramos en lavida diariay que podian
servirnos como envases. Centramos la atencién en la
gran variedad de formas que aparecen en estos objetosy
en otrosde uso comun; losorganizamosfijandonosen su
forma y les dimos el nombre geométrico que tienen:
cilindros, conos, esferas, prismas, antiprismas, pira-
midesy bipirdmides. Remitimos de nuevo al entorno
para que se encontraran en él otros ejemplos de las
familias nombradas; hicimos ver que las formas po-
dian encontrarse en algunosedificios, en cuadroso en
esculturas, incluso en la naturaleza, y que las formas
podian no encontrarse solas sino inmersas en una
estructura.

Se construyeron y generaron modelos y armazones de
poliedros (ejemplos de las familias que se habian nom-
brado) con material comercializado (formado por poli-
gonos o por varillasy mecanismos de engarce), a partir
de un desarrollo plano o tomando como punto de partida
otros modelos en vez de sus elementos. truncando,
apilando, descomponiendo..., desplazando unidadesbase;
juntando piezas de puzzles; inscribiendo eintersectando
solidos.

Tablall
Secuencia temporal de las actividades de descripcion de familias de sélidos. Sugerencias.

paralelas, |as aristas |aterales tienen la mismalongitud).

en el espacio, para un prisma n-agonal®.

y decidid si son adecuadas en cada caso o ho.

cumplen enlaotra.

Descripcion de las piramidesy de las bipiramides.

«propiedades de los poliedros».

1. Descripcién delos prismas. Al describir unafamilia de sélidos, para no olvidar ninguna propiedad resulta conveniente:

— Considerar por orden todos |os elementos (las caras, vérticesy las aristas), indicar su disposicion en el espacioy hallar las expresiones
correspondientes a nimero de caras, nimero de vértices y nimero de aristas para un prisma n-agonal.

— Indicar si hay relacién de igualdad, paralelismo o perpendicularidad entre sus elementos (por ejemplo, en un prisma las bases son

— Considerar los diferentes tipos de angulos que hay en los sdlidos (dngul os de |as caras, angulos diedros'y angulos de los vértices) y los
diferentes tipos de diagonales (diagonales de las caras y diagonales del espacio) y hallar la expresién que da su ndmero y su disposicién

Nota: Las sugerencias que damos cuando se pide que se describa una familia de sélidos, consideradlas cuando se os pide que describéis otras

2. Descripcion de los antiprismas. Para cada propiedad de los prismas discutid si se puede extender o adaptar como propiedad de los
antiprismas. Después de enumerar |as propiedades de los antiprismas, centrad la atencién en las propiedades de una familia que no se

Descripcion de cada una de las subfamilias que se van estableciendo al tratar el problemade la clasificacion.

—Intentad acortar lalista de propiedades que habéis enumerado. Paraello indi cad grupos de propiedades «engl obadas» como propiedades
de otras familias de sdlidos. Por ejemplo, todas |as propiedades de los poliedros estan en lalista de | as propi edades de |os prismas, porque
los prismas son poliedros; en vez de indicarlas explicitamente, que haria la lista bastante larga, se pueden indicar «englobadas» como

—Fijaos en si habéis indicado como atributos criticos de una familia propiedades que dejan fuera alguno de los ejemplos de esa familia.
Si es asi, enunciadlas de nuevo para que los incluya. Por ejemplo, si para el romboedro se enumera, como atributo critico, que las caras
tienen angul os de dos medidas difer entes, esta propiedad excluye el cubo como ejemplo de romboedro. L apropiedad se tiene que enunciar
como: «las caras tienen como mucho angulos de dos medidas diferentes».
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Tablalll
Tareas que relacionan familias de sdlidos y propiedades.

explicad vuestra respuesta.

b) Todas sus caras son iguales.
c) Las aristas tienen como maximo dos medidas diferentes.

sus bases.

pensando?

T.1. De las propiedades que indicamos a continuacion, seleccionad las que cumplen los prismas de caras regulares. Para cada propiedad,

a) Toda caratiene otra cara, su opuesta, que es paralelaaella

d) Los angulos de los vértices tienen tantas medidas dif erentes como angulos diferentes tenga el poligono de las bases.
e) El nimero de diagonales de las caras es n(n-3) y el de diagonales del espacio es n(n-2), siendo n el nimero de lados del poligono de

T.2. Paracadaunade las propiedades que enumeramos en latarea T.1, indicad qué familia o familias de prismas | as verifican.

T.3. Adivinad el sdlido que verificalas propiedades siguientes. Considerad cada propiedad una por unay para cada una dad respuesta a las
preguntas que se te plantean. Tened en cuenta que el sélido tiene que cumplir la propiedad que se osindicay todas las anteriores.
a) Sus caras son poligonos. ¢Eliminais algin solido de los que hemos tratado?
b) Tiene como mucho dos tipos distintos de caras. ¢En qué solidos podemos estar pensando?
¢) Todos | os vértices tienen el mismo orden. ¢Afiade informacion?
d) Tiene més de dos caras triangulares. ¢Afiade informacién?
e) Todas las diagonales del sdélido quedan en el interior de él. ¢Afiade informacion? ¢En qué familia especifica estamos pensando?
f) Ladturadel sdlido coincide con la distancia entre los centros de sus bases. ¢Afiade informacion? ¢En qué familia especifica estamos

g) Tienetodas las aristas de la misma longitud. ¢En qué familia especifica estamos pensando?

h) Tiene 40 diagonales de las caras y 48 diagonales del espacio. ¢Cuantos lados tiene el poligono de la base? ¢En qué sdlido estamos
pensando? Dad nombre y si podéis dibujadlo. Si no sabéis dibujarlo, dibujad el poligono de la base o de las bases.

Las actividades que | os estudiantes resol vieron antes de
tratarlas en clase, cuyas respuestas soportan los resulta-
dos que presentamos aqui, eran actividades de identifi-
caciony descripcion defamiliasde solidosy otrasenlas
gue estaban implicadasfamilias de solidosy sus propie-
dades. A continuacion las describimos brevemente y
presentamos algunos ejempl os.

Identificacion. Los modelos fisicos que utilizamos para
que se identificaran o construyeran eran modelos y
objetos del entorno que se habian mostrado al introducir
las familias, o habian surgido en el contexto de la
actividad, inmersos en los procedi mientos de construc-
cién, o de generar los sélidos que hemos mencionado.
Para seleccionar estos modelos fisicos concretosy para
presentarl os, consideramoslosdiferentesfactoresdeter-
minados por la investigacion, que son los que influyen
en la dificultad de estas tareas (Burger y Shaughnessy,
1986; Freudenthal, 1973, 1983; Fuys, Geddes y
Tischler, 1988; Guillén, 1997; Laborde, 1996; Vinner y
Hershkowitz, 1983): la familiaridad con ellos, la posi-
cion, la esbeltez o achatamiento y los materiales que se
han utilizado para construir los modelos. Asi, los g em-
plosy no-ejempl os sel eccionados paraque seidentifica-
ran los presentamos en diferentes posiciones y con
diferentes representaciones fisicas (modelos macizos,
como estructuras de superficie y como estructuras de
aristas).
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Descripcion y clasificacion. Algunas actividades de
andlisis se referian a la descripcion de modelosy a la
descripcion delasfamiliastratadasy de las subfamilias
establecidas al tratar el problema de la clasificacion.

Al abordar este problema trabajamos clasificaciones
particiones® con criterios geométricos que tienen gran
componente visual; asi establecimos |os prismas rectos
y oblicuos, los prismas convexosy céncavos. Al consi-
derar criterios que centran laatencion en la/sbase/so en
las caras laterales, establecimos los prismas triangula-
res, cuadrangulares, etc.; asi como |os prismas de bases
regularesy losdebasesirregulares; |os prismas de caras
laterales regulares y los de caras laterales irregulares.
Clasificar con el criterio de regularidad (igualdad) de
todaslascarasnosllevo alosprismasde carasregulares
(prismas de caras iguales)’. También consideramos
las subfamilias correspondientes de | os antiprismas, las
pirdmides y las bipiramides. Dentro de los prismas
cuadrangulares centramos la atencion en el cubo, rom-
boedro, ortoedro, paralelepipedo, prismas de bases
trapecios isosceles, prismas de bases cometas y los
prismas de bases trapecios.

Latablall presentaunadescripciéntemporal decomose
fueron planteando a | os estudiantes estas tareas de des-
cripcion; en ella se indican sugerencias que se dieron a
los estudiantes cuando se les pidié que describieran
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familias, que reflgjan aquello en lo que se centro la
atencion al resolver las actividades en clase.

Familias de sdlidos y propiedades. Las actividades de
andlisisquepropusimosno sereferian sdlo adescripcion
de familias de solidos. Como muestra la tabla 11, res-
pondian asituacionesenlasqueserelacionabanfamilias
de sblidos dadas por su nombre, con propiedades: en
unas actividades, | as propiedades se daban enunciadasy
se cuestionaba si una familia dada verificaba la propie-
dad (tarea T.1); en otras, lo que se cuestionaba eran las
familiasquecumplianlapropiedaddada(tareaT.2);y en
otras se tenia que adivinar una familia o subfamilia de
solidosbasandose en | as propiedades que seiban enume-
rando sucesivamente (tarea T.3).

Las entrevistas

Los estudiantes de magisterio del curso 1994-95 de la
optativa de Geometria del espacio estuvieron organiza-
dosen dosgruposdurante todo el curso. Lasactividades
querealizaron en clase se grabaron en video y en casete:
cada dia de clase se grababa un grupo con video y otro
con casete alternativamente. L as actividades que seresol -
vian en los grupos eran las propuestas para que se traba-
jaran antes de clase. Cuando los estudiantes yalas habian
resuelto, las comparaban con las de sus compafieros.

Lasentrevistasrealizadas con estudiantes de magisterio
en su mayoria fueron individuales; s6lo en algunas los
estudiantes intervinieron por parejas. Fueron grabadas
en video o en casete. Si bien las entrevistas realizadas
con nifios de 12 afios eran mas bien exploratorias, en un
intento de determinar ejemplos, ideas, propiedades o
relaciones erréneas que se incluyen en los objetos men-
tales, las realizadas con estudiantes de magisterio eran
semidirigidaso dirigidas, yaque su objetivo eradiferen-
te. Por un lado, pretendian aclarar respuestas pobres, o
respuestas que podian tener interpretaciones diferentes.
Por ejemplo, dos respuestas que necesitan aclaracion
son: a) cuando setiene queidentificar un prismade base
regular y se indica que es prisma de base irregular
porgue tiene losladosy angulos desiguales; y b) laque
se daba en actividades de adivinanza cuando la propie-
dad que se considerabaera «como muchotiene dostipos
de caras». Paralaprimeracuestién, dado que, ademéasde
estar el modelo en una mesa, se disponiadel dibujo del
mismo en lahojaque se entregaba con | as cuestiones, no
se podia saber si la respuesta respondia a que no se
interpretaban los convenios de la representacién o bien
aquelosjuicios no se basaban en las propiedades que se
indicaban. Paralasegundacuestion, si enlarespuestano
se nombran las «bipirdmides», puede ser: porque se
considera que en las bipiramides todas las caras son
triangul os(setieneen cuentaquelabasenoescaradelas
bipiramides) y como mucho seinterpreta como «exacta-
mente»; 0 porgque se asocia la base como caray como
mucho se interpretacomo con el significado de «exacta-
mente», pero se piensa solo en las bipiramides triangu-
lares. Por otro lado, si se incluye esta familia en la
respuesta, puede ser: porque se interpreta como mucho
como «exactamente» y se cree que las bipiramides tie-
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nen dostiposde caras (se consideralabase como carade
las bipirdmides), o porque se aplica que las caras son
tridngulos (no se considera la base como cara) y se
interpreta adecuadamente el término como mucho.

Por otro lado, otras entrevistas pretendian averiguar lo
persistentes que son: los ejemplos, lasideas, las propie-
dades o las rel aciones erroneas que se habian indicado;
el lenguajequeseutiliza; y lafluidez y los problemasde
lenguaje que setienen paraexpresar | as propiedades, las
ideasy las relaciones.

ANALISISDE DATOS

Lasrespuestas de estudiantes de magisterio

Cada estudiante tenia asignada una carpeta en la que se
depositaban las actividades que resolvia por escrito
antes de que el estudio de éstas fuera abordado en clase.
Ademas, las respuestas de cada estudiante |las agrupa-
mos segun que correspondieran a tareas de identifica-
cién o alos diferentes tipos de tareas que planteamos
sobre andlisis.

Paracadaactividad, |asrespuestasdevariosalumnoslas
utilizamos en plan exploratorio; servian ademés para
corroborar lo que ya habiamos observado con las expe-
riencias previas que realizamos | os afios anteriores con
otros cursos. Para cadauno de estosalumnosy paracada
tipo de actividades, en hojas que disefiamos para €llo,
nos anotabamos |0 més caracteristico de sus respuestas.
Por ejemplo, paralastareas de descripcion de familiaso
subfamilias de sdlidos en lahojacorrespondiente acada
familiaindicabamos:

¢Qué giemplos introducen en su objeto mental de esta
familia? ¢Qué gemplos incluyen que no lo son? ¢Qué

Tabla |V

Sobre lo que hay que observar al comparar la descripcion de
diferentes familias de sdlidos.

La descripcion de los solidos, los poliedros, los prismas, los
antiprismas, las piramidesy las bipiramides

— El procedimiento sistemético indicado como ayuda, ¢en qué
familias se aplica?

— Las sugerencias dadas: «Indicar |as propiedades que se mantie-
nen en esta familia respecto de las propiedades de las familias
descritas antes». «Precisar |as propiedades que se pueden adaptar
con algunas modificaciones». ¢En qué familias se aplican?

La descripcion de las subfamilias de los prismas

— ¢Pueden aplicar las sugerencias dadas al describir una subfami-
lia? ¢Pueden hacerlo cuando ya se han descrito varias subfami-
lias?

— ¢Qué errores cometen al describir una subfamilia? ¢Persisten
errores del mismo tipo al describir otras subfamilias?
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ejemplos quelo son nolosidentifican comotales? ;Qué
propiedades enumeran? ¢Qué propiedades indican que
no lo son? ¢Cuéles que lo son no las enumeran? ;Qué
relaciones entre familias incluyen? ;Qué errores?

Ademasde observar por separado larespuestadadapara
cada familia, teniamos en cuenta que | as actividades de
descripcion de familias se planteaban en una secuencia
temporal. LatablalV aclarade qué maneralo teniamos
en cuenta.

Con la informacién obtenida el aboramos diferentes hi-
potesisy diseflamos otras hojas para poder registrar si
|os otros estudiantes tambi én presentaban |las caracteris-
ticas delimitadas. Asi, las respuestas de |os otros alum-
nos nos servian paradecidir si lacaracteristica observa-
da se presentaba con suficiente frecuencia para poder
presentarla como resultado de la investigacién. Si con
|as respuestas de estos estudiantes aparecia algo nuevo
gue considerdramos interesante, lo introduciamos tam-
bién como caracteristicaatener en cuentacuando anali-
zaramos las respuestas de otros estudiantes.

Todoslos datos que se repitieron en todos |os grupos de
magi sterio que participaron en lainvestigacion, y quese
reflejaban en mas de 2 6 4 estudiantes, segun el nimero
de estudiantes del grupo, losagrupamosde nuevo. Y los
de cada grupo los separamos en otros grupos, que es
como los presentamos en el apartado siguiente en cali-
dad de resultados de la investigacién.

Respecto de la identificacion de ejemplos de los pris-
mas, anti prismas, piramideso bipiramidesy delassubfa-
milias establecidas al clasificar, ademas de anotar los
gueno seidentificaban adecuadamente, observamosqué
€jemplos eran |os que se nombraban primero y tratamos
de determinar los factores que habian influido en la
identificacion. Asi, presentamos cuatro resultados que
hacen referencia a los ejemplos de familias de sélidos
gue los estudiantes incorporan en los objetos mentales
gue constituyen paraestas familias; uno de ell os consta-
taquehay unordenjerarquicoenel logro degemplosde
conceptos relativos a los sdlidos. El resultado 2 indica
los ejemplos que se mencionan de manera incorrecta.
Los resultados 3 y 4 sefialan los factores que hemos
determinado como los que influyen en tareas de identi-
ficacion: losque provienen delas propiasrepresentacio-
nes fisicas de los sdlidos y 10s que se pueden fomentar
con la ensefianza: la familiaridad que se tenga con los
objetosy la posicion.

Los resultados que incluimos en los puntos 5 y 6 hacen
referenciaaideas o propiedades erréneas. En el punto 5
incluimoslasque provienen delosdistractoresvisuales;
son consecuencia de la tendencia de los alumnos a
dejarsellevar por su percepcion visual. Lashemos agru-
pado a su vez en las ideas o propiedades erréneas que
provienen de las diferentes representaciones fisicas de
los sdlidos y aquéllas cuya causa es la dificultad que
conlleva hacer unalectura geométrica. En el punto 6
hemos incluido ideas y propiedades erréneas que no
provienen de distractores visuales. En este caso las
hemos agrupado segun la posible causa que las ha
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ocasionado. Al hablar de ellasen el apartado siguien-
te indicamos varias respuestas ilustrativas de cada
resultado.

Lassesionesdetrabajoy lasentrevistas

Paralosdatosrecopiladosen cintasde video o de casete,
0 bien hicimos transcripciones literales (para todas las
sesiones con nifios de 12 afiosy paraal gunas entrevistas
con estudiantes de magisterio) o bien resimenes (para
lassesionesdeclasedel grupo de Geometriadel espacio)
gue contenian lo mas destacable de cada sesién. Asi
pues, conseguimos varios protocol os que constituian el
objetodeanalisisy también variosresimenes, enlosque
apuntamos|o que se considerabarel evante, bien porque
confirmabalo que yase habia observado con las experi-
mentaciones con otros estudiantes, bien porque podia
introducirse como algo nuevo queteniaqueser objeto de
experimentacion.

En el anexo indicamosdos protocol os quereflejan como
se desarrollaron las entrevistas y discusiones de clase y
dan cuenta de alguno de los resultados que vamos a
presentar.

El primero narraparte de unasesion con nifiosde 12 afios
(E1, E2, E3y E4) y dacuentadetresdelosresultadosque
presentamos en este articulo: estas respuestas fueron
corroboradas con las respuestas de otros estudiantes,
incluidos estudiantes de magisterio. El protocolo mues-
tralasorpresa de uno delos nifios cuando se le pide que
identifique como poliedro un model o que no habiavisto
antes y que no pertenece a las familias que se habian
estudiado; el nifio piensa que, si € poliedro no tiene
nombre, entonces, no es nada. Otro nifio sefiala que para
él laidentificacién de model os a partir de armazones es
masdificil queapartir delosmodel osfisicoscorrespon-
dientes. El protocolo refleja también que, cuando se
presentan los armazones como representaciones mate-
riales de los egjemplos de las familias de sdlidos, para
algunos estudiantes aceptar como atributo de los polie-
dros que las caras encierran perfectamente un espacio
entra en conflicto con la materializacion del poliedro
mediante su armazén; es necesario advertir que los
detalles de que €l interior o que las caras estén materia-
lizadas no hay que tomarlos en consideracién, siempre
que, con larepresentacion que se trabaje, quede perfec-
tamente delimitada la forma del sdlido.

El segundo protocolo muestra respuestas que dieron
estudiantes de 3°C de magisterio, después de que en
clase se hubiera discutido acerca de si eran perpendicu-
lares a una recta algunas rectas contenidas en el plano
perpendicular y que la cortan, o las rectas que, situadas
en este plano, no cortan la recta considerada. L os estu-
diantes (E1, E2, E3 y E4) alos que hacemos referencia
fueron los que en clase plantearon y respondieron las
preguntas quetranscribimos; el protocolo corresponde a
la entrevista grabada en casete que tuvimos posterior-
mente con estos estudiantes, con el fin de poder registrar
lo que, segun ellos, reproducia la discusion que habia
tenido lugar en clase.
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Enlosprismasrectos, el quelabase no seaun rectangulo
dificultalaidentificacion de la perpendicul aridad entre
laaristalateral y las aristas de |as bases que comparten
un vértice del prisma. Estudiantes que no tuvieron difi-
cultades para determinar las aristas perpendiculares a
una dadaen el cubo y ortoedro, cuando presentamos un
prismarecto de base pentagonal, indicaron que, «si una
de las rectas es vertical y la otra es horizontal, lo veo
claro, pero si no [...] Esque aqui, este lado [serefiere al
lado del pentagono] esta inclinado». La dificultad au-
menta cuando no se trabaja con model os sino con dibu-
jos. El protocolo muestra cédmo, en un prisma recto
pentagonal, uno de los estudiantes no reconoce la per-
pendicularidad entre una arista lateral y una de la base,
y €l otro estudiante le hace ver donde radica su idea
errénea y cémo se puede evitar el problema usando
modelos en vez de dibujos.

Unavez aceptado que, en los prismas rectos, las aristas
lateral eseran perpendicularesalasdelasbases, algunos
estudiantestodavianoidentificaron como perpendicul a-
reslaaristalateral y unadiagonal delabase que compar-
tianunvérticedel prisma. Fue necesario colocar varillas
que representaban los elementos del prisma o centrar la
atencion en laseccion correspondiente paraque se acep-
tarala perpendicularidad de estos elementos.

Respecto de la perpendicularidad también comproba-
mos que un atributo critico que tiene mucho peso en el
objeto mental de perpendicul aridad de segmentos esque
ambos tienen que tener un punto comun. Cuando, en las
experimentaciones realizadas, un estudiante (en el pro-
tocolo lo nombramos como E3) planted lacuestion de si
las aristas | ateral es de un prismarecto eran perpendicu-
lares a las aristas de la base con las que no comparten
vértice (unavez que ya se habiadiscutido que si que lo
eran con las otras), de nuevo surgié una discusion,
reflejada con las respuestas de E3 y E4. La mayoriade
estudiantes se mostraron muy reacios a admitir éstos
como segmentos perpendiculares; pero, unavez que un
estudiante (E4) cuestiond si incluir estacondicién como
atributo critico de rectas perpendiculares provenia del
mundo de ejemplos que se habia visto hasta entonces,
otros estudiantes estuvieron de acuerdo en que esto era
posible, y después sugirieron que se eliminase esta
condicién para extender laideade perpendicularidad de
manera que se incluyan estas situaciones.

RESULTADOS: LOS OBJETOS MENTALES
_CI_ZIC\)/I\'IA\SSTITUIDOS. RESPUESTAS ILUSTRA-

Como hemos indicado en el apartado anterior, vamos a
presentar como resultados, cuatro que hacen referencia
agemplosde familias de sélidosy dos que serefieren a
propiedades o ideas erréneas de estas familias. De la
gran variedad de respuestas que | os estudiantes mostra-
ron en las entrevistas, en las preguntas de clase y en las
actividades que resolvieron, para narrarlas aqui hemos
seleccionado las que consideramos representativas de
cada resultado.
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1) Paralosprismas, antiprismas, piramidesy bipira-
mides, losejempl os que mas peso tienen en el objeto
mental correspondiente son generalmente los que
tienen lalista de atributos més larga.

Ejemplos ilustrativos

— En un principio, los jemplos prototipicos de estas
familias (en los que se piensa primero para basar las
respuestas en ellos) son los prismas (antiprismas, piréa-
mides, bipirdmides) rectos de base/s regular/es y que
tienen dos medidas para las aristas (una paralas aristas
laterales y otra parala/s base/s).

Cuando, concriteriosvisuales, se establecen lasfamilias
correspondientes (por € emplo, los prismas concavos y
convexos, y losprismasrectosy oblicuos), si seprestala
misma atencion alas dos familias que se establecen con
un criterio dado, las familias de los concavos y de los
oblicuos, que tienen atributos visuales muy fuertes, se
incorporan répidamente en el objeto mental correspon-
diente y llegan a tener gran peso en el primer objeto
mental que se constituye.

—L osejemplosque maspesotienen enlassubfamiliasde
antiprismas y piramides de caras iguales son los que
tienen ademas las caras regulares.

En las familias de los ortoedros y los romboedros, a
menudo no setieneen cuentael cubo. El quelasfamilias
del romboedro (ortoedro) y del cubo se hayan visto como
excluyentesy lascaracteristicasvisualesdelosejemplos
mas generales (romboedros u ortoedros que no son
cubos) explica las respuestas y corrobora el resultado
indicado.

—Losejemplosque maspesotienen enlassubfamiliasde
prismas de caras laterales regulares son l1os que tienen
ademéslasbasesregulares. Losquetienen bases poligo-
nos de lados igual es tienen menos peso. Y es necesario
recurrir alos prismas céncavos de caras | ateral es regu-
lares en sucesivas ocasiones paraquelos estudiantes|os
evoquen cuando tienen que hacer juicios sobre esta
familia.

2) En el objeto mental constituido para agunas
familiasde sdlidos, algunosejemplosno seincluyen
como tales y se incluyen como €jemplos modelos
gue no o son.

Ejemplos ilustrativos

— El cilindro y €l cono se incluyen como ejemplos de
poliedro.

— Los modelos con caras cuadrilteros (triangulos) no
se identifican correctamente como ejemplos de prismas
(antiprismas):
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» Modelos que tienen todas las caras cuadril ateros que
no son paralelogramos se incluyen como prismas. Los
estudiantes indican que «las caras laterales tienen que
ser cuadrilateros» (en vez de paral el ogramos) o que «son
prismas, pues son prismas truncados».

Los prismas de bases trapecios no se incluyen como
egjemplos. Si en otros casos la posicion de un objeto
influye considerablemente en su identificacion, en estos
casos aun influye mas.

» El octaedro y otras bipiramides cuadrangulares se
incluyen como ejemplo de bipiramides pero no como
egjemplo de antiprisma. Aunque se insista en ello en
diferentes contextos, estos gjemplos siguen teniendo
poco peso en € objeto mental de antiprisma.

3) Lasrepresentacionesfisicasdelossoélidospueden
condicionar la identificacién de los sélidos como
ejemplos o no-ejemplos de una familia

Respuestas ilustrativas

— Hay que abstraerse de imperfecciones que vienen del
objeto, del material o de la construccion y delimitar
dondeestael limite paralatoleranciade estasimperfec-
ciones.

» Ante dos model os construidos con cartulina, uno con
imperfeccionesque vienen delaconstrucciony otro que
no tienelas bases paral el as, algunos estudiantes aceptan
ambos como prismas (aclaran que estan un poco mal
hechos) o rechazan ambos (aclaran que no se cumple
alguna propiedad).

» Como ejemplos de unafamiliade sélidos se nombran
objetos reales que, en algunos casos, no corresponden
exactamenteaunaformaen un contexto geométrico. Por
€jempl o, como objetoscon formadecilindro senombran
losvasos. Aun aclarando que se ha afiadido la cara que
delimitaria un espacio cerrado, hay quetener en cuenta
también que en los vasos se pueden aplicar transforma-
ciones que siguen convirtiendo la forma original en
vaso, y losobjetosresultantes, aungue se parecieran aun
cilindro, yanotendrianlaformadecilindro: lasbasesno
serian iguales.

— Algunos ejemplos de familias de sdlidos que se iden-
tifican correctamente cuando se muestra un modelo
fisico de cartulina no se reconocen como ejemplo cuan-
do se muestra un armazon del mismo (Anexo, protoco-
lo 1). Como en los armazones, las caras no estan mate-
rializadas, laidentificacion conlleva méas problemas de
vision espacial.

— Algunos armazones de solidos no se identifican como
poliedros porque el atributo de los poliedros «las caras
delimitan un espacio» entra en conflicto con lamateria-
lizacién del poliedro a través de su armazén (Anexo,
protocolo 1).
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4) Algunosfactoresqueinfluyenenlaidentificacion
de los s6lidos como ejemplos o no-ejemplos de una
familiadadaprovienen delaensefianzarecibida(de
los gjemplos seleccionados o de cdmo se muestran
éstos). L osque hemosdetectado son: lafamiliaridad
gue se tenga con los objetos presentados como
ejemplos de una familia de solidos; la esbeltez o
achatamiento de los modelos y la posicion.

Ejemplos ilustrativos

— Al pedir laidentificacion como poliedro deun modelo
fisico que no se habia visto antes, un nifio de 12 afios
respondio: «Ese no es nada. No 1o hemos visto nunca.»
(Anexo, protocolo 1).

— Algunos nifios no identificaron como prismas mode-
los fisicos de prismas muy «chatitos».

— Ante un modelo fisico de un prisma apoyado en una
cara lateral, algunos nifios de 12 afios, y también estu-
diantes de magisterio, respondieron: «Asi no es prisma.
No encuentro dos carasiguales. La carade arriba no es
igual que la de abajo. No son bases.» Al mostrarlo
apoyado en una de las bases respondieron: «Si que es
prisma. Lasbasessonigualesy paralelasy sejuntan con
paralel ogramos.»

5) Algunasideas errdneas que | os estudiantesinclu-
yen en el objeto mental constituido para algunas
familias de sélidos provienen de distractores
visuales:

— Delasdiferentesrepresentacionesfisicasdelossdlidos.
— Deladificultad paraque sehagaunalecturageométrica.
Ejemplos ilustrativos

— Losaspectosperceptivosdelosmodel osfisicosdelos
sélidos pueden entorpecer lalecturageométricade algu-
nosestudiantes, al atraer laatencién sobre elementos del
modelo no pertinentes para esa lectura.

» Enlosmodelosfisicoscuyascarasestan formadas por
variospoligonosdematerial comercializado (todos quedan
en el mismo plano), especialmente si son de diferente
color, algunos estudiantes identifican cada pieza del
material como una cara del solido que se construye.

 Cuando laaristade unmodel o estaformadapor varias
varillas unidas con bolitas, algunos estudiantesidentifi-
can cada varilla con una arista y cada bolita con un
vértice.

« Enlasbipirdmides construidas con dos piramides que
se han juntado por sus bases, algunos nifios de 12 ahos
indican que «la base de las piramides es cara de las
bipiramides porque no se puede quitar.»
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— Cuando los modelos se apoyan sobre un vértice o
sobre unaarista, laidentificacién deigualdad, paralelis-
mo o perpendicularidad de elementos presenta dificul-
tad. Seindicacomo propiedad delosprismasrectos «que
tienen las aristas laterales iguales» y se afade «que los
prismas oblicuos no la cumplen.»

— Al principio, en el espacio no se tiene una idea
clara pararectas perpendicul ares, pararectas paral e-
las y para rectas que se cruzan. El protocolo 2 del
anexo lo confirma para la perpendicularidad de rec-
tas. Respecto del paralelismo, depende de si se apli-
canideasvisualeso geométricasdelasque provienen
del plano para que dos rectas que se cruzan se vean
como paralelas o no.

6) ldeas errdneas ocasionadas:

— Por problemas de lenguaje.

— Por basar los juicios en subfamilias o en parte de
lafigura.

— Por el mismo proceso de ensefianza.

— Por la extension de una propiedad de unafamilia
de sélidosaotrao de elementos del plano aelemen-
tos del espacio.

—Por laaplicaciénincorrectaderelacionesdeinclu-
sién, exclusion o solapamiento.

— Por una incomprensién de las expresiones como
mucho, como minimo, tantasmedidasdifer entescomo.
— Por una incomprension de conceptos implicados
en la propiedad.

TablaV

Propiedades que se enuncian para familias de sélidos y subfamilias que no las verifican.

Propiedades

Familias de sdlidos a las que se

Algunas subfamilias para las que

lesasigna no es atributo critico
Lalongitud de la altura coincide con Prismas Prismas oblicuos
ladelas aristas |aterales.
Las diagonales de las caras estan en Prismas Prismas concavos

la superficie (completamente).

Las diagonales del espacio quedan
completamente en el interior del solido.

Las diagonales de las caras y las del espacio
tienen que ser inclinadas y no pueden
coincidir con parte de otra, ni con parte

de una arista, ni con una arista.

Tiene caras paralelas dos a dos.

Prismas de bases regulares

Prismas de bases regulares
con ndmero impar de lados

Las caras laterales son iguales.

Prismas de bases regulares

Prismas oblicuos de bases
regulares

Las aristas tienen dos medidas: la de las
aristas laterales y la de las bases.

Prismas de bases regulares

Prismas de caras regulares

Tienen por caras rectangulos y otros
gue no son rectangul os, las dos bases.

Prismas rectos

Ortoedros

Tienen vértices iguales.

Prismas de bases regulares

Prismas de bases regulares
oblicuos

Tienen vértices iguales.

Prismas de caras iguaes

Romboedro no cubo

Los angulos de las caras tienen dos medidas.

Las diagonales del espacio se cortan en el centro,
no son iguales, no se cortan perpendicularmente.
Las diagonales de las caras no son iguales.
Tienen dos medidas.

Romboedro

Cubo

Tienen caras rectangul os que no son iguales.
Tienen 4 aristas iguales mas largas y 4 mas
cortasy otras 4 (las laterales iguales).

Ortoedro

Cubo

Cumple las propiedades de los prismas
CONVEXos.

Prismas de caras
laterales regulares

Prismas concavos de caras

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2000, 18 (1)




INVESTIGACION DIDACTICA

Respuestas ilustrativas

— Algun término funciona como distractor. Cuando se
aplicael significado quetiene el término en el contexto
cotidianoy que ademéas se puede haber fomentado conla
instruccién, o bien setieneen cuentaque el nombredado
s6lo hace referencia a parte de las caras, o bien que no
hace referencia a ellas. Los tres ejemplos que nombra-
mos son ideas muy resistentes:

» Algunos estudiantes tienen una idea de base de las
familias de sdlidos como cara en la que se apoyan los
objetos.

» Algunos estudiantes aplican que la base de los pris-
mas, antiprismas y piramides no es cara de la figura;
como caras solo se tienen en cuentalas caras laterales.

» Algunosestudiantestienenlaideadequelabasedelas
bipirdmides es cara de éstas.

— Se basan los juicios en subfamilias (los ejemplos
prototipicos), por 1o que se dejan fuera ejemplos de las
familias a las que se asocia la propiedad. La tabla V
muestra al gunas respuestas.

— Algunas respuestas se basan en juicios que sélo con-
sideran parte delafigura, en vez de tener en cuentatoda
ella. Por ejemplo, como propiedad de los prismas de
caras regulares se indica que las caras son iguales, y
como propiedad del ortoedro, que lasdiagonales de las
caras son iguales

— Otrascausasdeideaserroneas pueden ser laintroduc-
cién de conceptos a partir de familias especificas, los
modelos empleados, |as situaciones presentadas o las
sugerencias dadas. Respuestas que dan cuenta de ello
son:

 Losprismas, antiprismas, piramidesy bipiramidesno
tienen gjemplos comunes. S es prisma no es de otra
familia, y lo mismo con las otras.

* Una propiedad de los vertices iguales es que los
poligonos que los forman tienen que ser cuadrilateros
todos, o de otros; pero de la misma familia.

« El cuboy el octaedro (o € dodecaedro e icosaedro)
s6lo son dual escuando el tamafio per miteque uno quede
inscrito en el otro.

Tabla VI

Propiedades que se enuncian, familias de sélidos de las que son atributos criticos y familias de sélidos a las que se extienden
las propiedades sin ser atributos criticos de ellas.

Propiedades

Familias de sélidos para las que
esatributo critico

Familias a las que se extiende,
paralas que no esatributo critico

Las aristas |aterales son igual es.

Prismas

Antiprismas, piramides

Los primas tienen desarrollos en los que |las
caras laterales forman un paralelogramo y los
poligonos de las bases quedan uno o cada lado.

Prismas rectos

Prismas oblicuos

Cuando, en la base, |os lados opuestos
son iguales (perpendicul ares) también lo son
las caras laterales del prisma correspondiente.

Primas rectos

Prismas oblicuos

Lalongitud de laaltura coincide con lade las
aristas |l aterales.

Prismas rectos

Prismas oblicuos
Antiprismas rectos
Piramides rectas

La dtura dibujada desde un punto de la base o
desde €l apice no va a caer (o pasar) fueradela
otra base.

Prismas rectos

Piramides rectas

Tiene a menos una diagonal de las caras que
no esta compl etamente en la superficie.

Prismas concavos

Bipiramides concavas
Sélidos concavos

Tiene a menos una diagonal del espacio que no
esta completamente en interior del solido.

Prismas céncavos

Piramides concavas
Sélidos concavos

Las diagonales de la base tienen el mismo Ortoedro Prismas de bases regulares
tamafio.
Las diagonales del espacio son iguales. Ortoedro Prismas de caras regulares
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» Cuando mepidesque elabore definiciones(que ponga
en lalistalas propiedades necesarias), yo entiendo que
con las que ponga tengo que decir todas las familias
a las que pertenece el modelo: prismas, prismas
convexos, etc.

— Latabla VI muestra propiedades erréneas ocasiona-
das por |a extensi6n de una propiedad que se cumple en
una familia de sélidos a otra familia que no la verifica;
o por laextension deresultadosdel planoaloselementos
andlogos en el espacio. Latablareflejala propiedad, la
familia parala que la propiedad es atributo criticoy la
familia ala que se extiende la propiedad.

— La aplicacién incorrecta de relaciones de inclusion,
exclusion o solapamiento también es posible causa de
errores. Ejemplos de respuestas en las que esto ocurre
son: Como propiedadesdelos prismasde base cometase
indica: Son las de los paral€elepipedos porque €l rom-
boedro esejemplo de ambas. Son lasde losromboedros
porque los romboedros son ejemplos de cometas (las
varillasdelasdiagonalesse cortan en el punto mediode
las dos).

— En algunas respuestas los términos como mucho o
COMmo maximo se interpretan como «exactamente», y las
expresiones tiene tantas medidas diferentes como... se
interpretan como que «tienen que tener medidasdiferen-
tes». En otras respuestas, estos términos no se niegan
adecuadamente:

» Como propiedad delosprismasaoblicuosseindicaque
las caras laterales de los prismas oblicuos no tienen
angulos rectos.

» Como familiadicotémicade |os prismas de caras regu-
laresy delos prismas de carasigual es se nombran respec-
tivamente los prismas que no tienen ninguna cararegular
y los prismas que tienen todas las caras desigual es.

» Como propiedad delosprismasdebasesirregularesse
indica que las bases tienen lados y &ngulos desigual es.

— Por dltimo, vamos a presentar respuestas que pueden
explicarse desde la incomprensién de los conceptos
implicados en |a propiedad.

» Sobreel concepto devérticesiguales. Losvérticesdel
romboedro son iguales porque los poligonos que los
forman son cuadrilateros todos. Los vértices de los
prismas de caras regulares son distintos. En ellos el
angulo de la base es distinto del de las caras laterales
(90° + 90°).

» Carasigualesy caras del mismo tipo. En los prismas
rectos, las caraslaterales son iguales. Son rectangulos
todos. En los antiprismas, las caras |aterales son igua-
les. Sontriangulos. Losortoedrosno cumplenla propie-
dad tiene carasdela mismaclase. Algunostienen caras
distintas. Lo mismo pasa con el paralel epipedo.

* Medida de un angulo diedro. Los prismas rectos
cumplen que los angulos diedros de las caras laterales
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coinciden con el correspondiente de la base; y los
oblicuos también. Cuando pongo dos segmentos que se
juntan en la arista lateral, forman el angulo dela base.

» Las propiedades que pueden expresarse de manera
mas precisa paraunafamiliade sélidos. Los prismas de
carasregularesno cumplen queestan formados por una
cinta de rombos unida y cerrada por ambos lados por
dos poligonos. La cinta es de cuadrados. No cumplen
que susaristastienen como mucho dos medidasdiferen-
tes. Tienen una medida.

CONCLUSIONES

1) Enel contexto delageometriadelossélidos, trabajan-
do con diferentes representaciones fisicas de los mis-
mos, hemos corroborado los resultados obtenidos por
investigaciones realizadas en un contexto de geometria
plana o considerando dibujos de los sélidos.

El resultado que Hershkowitz (1990) constato en el
estudio de los poligonos, «hay un orden jerarquico en
el logro de ejemplos de conceptos», se extiende a
los solidos, como asi lo corrobora nuestro primer
resultado acerca de los ejemplos que | os estudiantes
incorporan en sus objetos mentales de familias de
solidos.

Los resultados 3 y 4 también han sido sefialados por
otros investigadores. Laborde (1996), considerando los
dibujos de objetos geométricos, ha subrayado que las
propiasrepresentacionesfisicasdelossolidosy lafami-
liaridad con los objetosinfluyen en tareas de identifica-
cién. Freudenthal (1983), respecto al primer problema,
planteala cuestion de por qué un dado de marfil con las
esquinas redondeadas y un dado con las esquinas afila-
das se aceptan ambos como € emplos de cubo y dénde
esta el limite para que un dado rugoso se acepte también
como ejemplo. Y el segundo problema se ha puesto de
manifiesto en las investigaciones sobre poligonos de
Hershkowitz (1990); ellalo [lamafenémeno prototipoy
juicios prototipicos.

Por otro lado, varios investigadores han subrayado que
la posicién de los objetos influye considerablemente en
su identificacion (Burger y Shaughnessy, 1986; Fuys,
Geddesy Tischler, 1988). Y a hemos hablado de lo que
Vinner y Hershkowitz (1983) llaman distractores de
orientacién. Freudenthal (1973, 1983) también comenta
este problemaen varias ocasiones. Incluso seaventuraa
pronosticar que esto es una consecuenciade |a ensefian-
zarecibida, que tiende a presentar |os objetos con dibu-
jos, en una posicion dada. Asimismo sefiala que esta
posicion estandar no se presenta cuando los objetos se
muestran en un contexto topogréafico, y que uno sepuede
desprender de ella cuando se esta ya en el contexto
geométrico de lasformas rigidas reproducibles por con-
gruencia o similaridad.

El resultado 5 hace referencia a ideas erréneas que
provienendelosdistractoresvisuales. Lasdificultadesy
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erroresderivadosdelaspropiasrepresentacionesfisicas
de los sdlidos surgen como consecuencia de que los
modelos fisicos con los que se trabaja en tareas de
identificacién de formas son objetos del entorno (por
gjemplo, botes, cucuruchos, etc.) o representaciones
materiales de los sblidos. En el contexto de clase, el
estudiante tiene que considerar los modelos fisicos,
dentro de unainterpretaci 6n geométrica, pero cuando no
se tienen suficientes conocimientos tedricos geométri-
cos, los modelos de los solidos o de sus elementos se
interpretan apartir de unalecturaperceptiva. Este resul-
tado también se presenta en Laborde (1996, p. 69) al
interpretar los dibujos geométricos en vez de las repre-
sentaciones materiales de los solidos.

Los otros factores perceptivos que indicamos como
causa de otrasideas erréneas, intrinsecos alos model os
y que entorpecen lalectura geométrica, corresponden a
distractores de los que Vinner y Hershkowitz (1983)
Ilaman distractores de orientacion.

Por ultimo, en el resultado 6 hemos incluido ideasy
propiedades erréneas que, si bien algunas pueden
interpretarse desde lo que Hershkowitz (1990) Ilama
fendmeno prototipo y juicios prototipicos (las oca-
sionadas por basar los juicios en subfamilias), otras
aportan resultados novedosos especificos de esta in-
vestigacion.

Destacamos lasideas erroneas en las que el nombre que
se ha dado a parte de los elementos de los solidos
funcionacomo distractor (el nombre debasesy decaras
laterales) y las que centran la atencion en parte de la
figura cuando se deberiatener en cuentatodaella; estas
ideas, en muchos casos, pueden llevar asociado un pro-
blema de lenguaje.

También hay que subrayar |as propiedades e ideas err6-
neas que pueden explicarse desde: a) el procedimiento
utilizado paraenunciarlas (extension de unapropiedad a
otro contexto o situacién); b) el tipo de conceptosimpli-
cadosenellas(enlas propiedadesintervienen relaciones
entre familias que se tienen que enunciar o | as propieda-
des incluyen términos similares a como maximo para
reflejar el tipo de clasificacion que se establece); c) el
contenido del concepto (hay diferentesconceptosimpli-
cadosen lapropiedad). Llegar aexpresar correctamente
este tipo de propiedades collevagran dificultad. Resulta
bastante dificil que los estudiantes Ileguen a utilizar
correctamente el vocabulario geométrico para enunciar
estas propiedades y relaciones.

2) Las tareas propuestas para este estudio implicaban
unagranvariedad de contextosen |osque se presentaban
los contenidos geométricos. Estas se mostraron muy
eficaces para revelar los ejemplos y las propiedades
erréneas que los estudiantes incluyen en sus objetos
mentales de algunas familias de solidos. En nuestras
experimentaciones también se mostraron muy adecua-
das a fin de que los estudiantes adquirieran objetos
mental es suficientemente ricos en ejemplos, atributos,
relaciones, ideasy clasificaciones para una gran varie-
dad de contenidos geométricos.
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3) El éxitodelaentrevistaestructurada, usando un guion
especifico como base, y €l de las sesiones exploratorias
con los nifios de 12 afios, asi como la gran cantidad de
estudiantes de magisterio que resolvieron las tareas
de maneravoluntaria, permiti6 que determinasemosuna
gran variedad de respuestasy que pudiéramos comparar
muchas respuestas de los estudiantes alas mismas cues-
tiones. Adaptar lametodol ogiaempl eada en este estudio
parainvestigar otros conceptos geométricos nos parece
claramente apropiado.

IMPLICACIONESDIDACTICAS

L oshallazgosde este estudio tienen implicaciones prac-
ticastanto paramaestros o profesores como paradisefia-
dores de curriculo. Pueden utilizarse para el disefio de
actividades que tengan como propésito la ensefianza-
aprendizaje de los sblidos y de ellos se desprenden
también sugerencias para la instruccion.

Las experiencias seleccionadas para incluirse en el cu-
rriculo degeometriadel ossdlidosdeben considerar que,
en los primeros niveles, |os estudiantes necesitan repre-
sentaciones fisicas de los sélidos y que las actividades
gue se deben proponer han de estar inmersasen procedi-
mientos de construir o generar estas representaci ones.
Unapartedel trabajoinicial, especiamente si setrabaja
con nifios pequefios, debe mostrar las diferentes repre-
sentaciones materia esde | os solidos (model os maci zos,
modelos huecosy armazones) y aprovechar cadaunade
ellas paratrabajar € tipo de propiedades de los s6lidos
gue remarcan.

Hemos comprobado que, cuando se muestran los arma-
zonesdelos sdlidos, resultamasdificil identificar aqué
familia pertenece el sblido correspondiente que si se
muestraun model o del mismo. Por lo tanto, el comienzo
del estudio delageometriade los solidostiene que estar
basado en model os, bien sean macizos (de madera o de
plastilina) o huecos(construidoscon cartulinaapartir de
uno de sus desarrollos o con los materiales comerciali-
zadosformados por poligonos). Hay quetener en cuenta
que los estudiantes han de integrar en el objeto mental
guevan construyendo todos|os significados que provie-
nen de los diferentes contextos en los que aparecen los
solidos. Para ello es aconsejable presentar los solidos
materializados de diferentes maneras, que lleven a los
estudiantesaideasdiferentes (macizos, huecos pero con
la superficie cubierta o sdlo e armazon); asi, si los
estudiantes han incluido en su objeto mental de una
familiade sdlidosatributosqueprovienendelasdiferen-
tes materializaciones (es hueco, es macizo, esta con
agujeros), pronto pueden llegar a prescindir de ellos.
Cabe recordar la conveniencia de prestar atencion alas
ideaserréneasde cara, aristay vértice, que provienen de
estas representaciones fisicas.

Delosresultados obtenidos se puede concluir que, en el

disefio detareas de introduccién de conceptos, debemos
preocuparnos de presentar diferentes ejemplos de cada
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uno de los conceptos tratados o de que aparezcan en el
contexto de la actividad (en tareas de construccion o
de generar modelos); que se observen construidos
con diferentes materiales, en distintos contextosy en
diferentes tiempos. Se pretende que la mayoria de los
estudiantes Ileguen a estar libres de las posiciones
prototipo y de las ideas erréneas que puedan surgir y
generalicen su objeto mental de una determinada fami-
lia de solidos o de sus elementos; esto es, se pretende
guelos estudiantesincluyan en el objeto mental corres-
pondientetodoslosejemplosdelafamiliadesdlidos, en
diferentes posiciones, junto con propiedadesde lafami-
liay relacionesde suselementoso con ejemplosdeotras
familias. Valelapenasubrayar el papel primordial que
tienen los errores de | 0s estudiantes en la seleccién que
se hagadelos ejemplosy no gjemplos que se propongan
alos estudiantes.

NOTAS

1 El términoobjetomental o utilizamosconel significadoque
se indica en Freudenthal (1983). Puig (1997) apunta que
podemos partir «de una imagen inicial: la contraposicion
objeto mental/concepto esunacontraposicion entrelo queesta
en la cabeza de las personas — 0s objetos mentales- y o que
estaen |as mateméti cas como disciplina—l os conceptos». Puig
(1997) sefidla que la idea de objeto mental hay que verla
también como un medio de organizacion defenémenos. Y que
los objetos mentales se constituyen en cadenas fendmenos/
medios de organizacion, de la misma manera que sucede con
los conceptos, con el consiguiente aumento de nivel. Las
propias definiciones de los conceptos pueden formar parte de
los objetos mentales que se estan constituyendo pero no los
sustituyen. Por ejemplo, aunque se tenga una definicién de
caja, ademas de ladefinicion, forman también parte del objeto
mental | as cajasque sehan construido condiferentesmaterial es,
losdibujos que se han visto o que se han dibujado, las acciones
que harealizado para construirlas, dibujarlas o experimentar
conéllas, el conjunto de ejempl osque esapersonahavistoo ha
experimentado.

2 Losantiprismas, a igual quelos prismas, tienen dos caras
iguales y paralelas (las bases), pero las caras laterales son
triangulos en vez de paralel ogramos. L asbi piramides guardan
rel acion conlaspiramides. Estanformadaspor lascaraslateral es
de dos pirdmides que tienen la misma base.

3 Vinner (1983) introducelaterminol ogiadeimagen del concepto
y dedefinicién del concepto. Laimagen del concepto serefiere
al concepto como se reflgjaen lamente del individuo. Incluye
todolo que puede venir alamente relacionado con el concepto
(todo lo que se evoca cuando, por eemplo, se escucha la
palabrao seve un dibujo asociado al concepto). Ladefinicién
del concepto serefiere aladefinicion verbal que setiene para
unaciertanocion (si esquesetieneal guna, y no siemprerecoge
todo lo que sabe el individuo), que no tiene por qué ser la
definicion matemaéti ca. También habladel concepto: el concepto
gue se deriva de su definicion matemética.
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Hay que aclarar también quelasprimerasideassobrelas
familias de solidos se basan en un mundo de ejemplosy
tienen queirse precisando como consecuencia de ejem-
plos que van surgiendo en el contexto de la actividad.
Conviene destacar el papel de las tareas que permiten a
|os estudiantes experimentar, reflexionar y comprender
quelasideasde los conceptos se van precisando cuando
se encuentran ejemplos que obligan a ello.

Por ultimo, queremoshacer referenciaaladificultad que
presenta para los estudiantes utilizar correctamente el
vocabulario geométrico cuando enuncian propiedades o
relaciones, especialmente cuando hay implicados con-
ceptosconectados. Nosolo hay queprestar atencionalas
ideas y alas propiedades erroneas que tienen los estu-
diantes; también hay que trabajar para que | os estudian-
tes vayan desarrollando su lenguaje geométrico.

4 Laborde (1996, p. 67) aclara: «L afigurageométricaconsiste
en e emparejamiento de un referente dado con todos sus
dibujos. [...] La expresion «figura geométrica» asi entendida
remite al establecimiento de una relacion entre un objeto
geométrico y sus posibles representaciones. Visto asi, las
relaciones entre un dibujo y su referente construidas por un
sujeto, lector o productor deundibujo, constituyenel significado,
paraestesujeto, delafigurageométricaasociada. Estesignificado
corresponde alo que Fishbein (1993) |lamafigural concept.»

5 Esta asignatura corresponde a una version del curso de
geometria impartido a los estudiantes de 3°C adaptado a las
nuevas circunstancias.

5 Por clasificacionesinclusivasqueremosdecir laclasificacion
de un conjunto de conceptos de tal manera que los conceptos
particulares forman subconjuntos de los mas generales. Sin
embargo, en unaclasificacion particién, los subconjuntos son
disjuntos unos con otros.

”Hemos nombrado como prismas de caras regulares la
familia de los prismas que tienen bases regulares y caras
laterales cuadradas. Los prismas de caras iguales son los
romboedros (tienen caras rombos) y hemos considerado el
cubo como g emplo de romboedro

8 Hemos nombrado, como angulosdelascaras, los angulosde
lospoligonosqueformanlasuperficiedel poliedro; losangulos
diedros corresponden a los angulos que forman dos caras al
juntarseformando unaarista; y hemosnombrado, como angulo
del vértice, la suma de los angulos de los poligonos que se
juntan en el vértice.

Las diagonales de caras unen dos vértices del sdlido no
VECIiNosS y que pertenecen a una cara, y las diagonales del
espacio juntan dos vértices del solido que no pertenecen ala
misma cara.
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ANEXO

Protocolo 1

P: [Muestra el armazén del rombododecaedro] ¢Es un poliedro o no?

El: Eseno es nada. No lo hemos visto nunca. A ver... (qué es?

P: Si, esverdad, no lo habéis visto ain.

El: P;des eso... Si no lo hemos visto nunca, ¢como quieres que lo sepamos? ¢Como se llama? Si no tiene nombre, entonces no es
nada.

P: Perovamos aver, piensa en lo quetiene que cumplir un poliedro, en sus propiedadesy si las cumple, aungque no tengas otro
nombre, como en los prismas, las pirdmides... podrés decir que es un poliedro. ¢Qué propiedades tiene un poliedro?

E2: Tienecaraspoligonos. Esqueyo... s6lo con varillasnolo veo bien. A ver... ¢tienes uno tapado que se ve mejor? A mi sélo con
las varillas melio. Es mejor de éstos [Se refiere amodelos.] ¢Tienes alguno?

P: Vamosaintentar mirarlo con el armazon, después yate ensefiaré un modelo. ¢Penséis quees poliedro? Y ale daremos nombre
después.

E1: Vale. Si. Pero aqui arriba yo creo que puedo poner... un romboide. Si se puede poner. Eso si que es.

E2: No, porque se puede poner ahi [sefiala una cara] una punta o algo. Mira, ahi se puede poner... una piramide.

E3: Pero asi se supone que esto va a ser algo...

E1: [Interrumpe] Pero no estétapado...

E3: Que ahi se vaa poner unacartulinay lo vaatapar.

E2: Pero, como no estatapado, no es. Si estuvieratapado, pues si.

E4: Yo creo que si, porque si; porque tiene forma de poliedro.

E2: Pero ése... [Sefiala los dos rectangulos unidos de la figura f‘ Antes se habia considerado como poliedro porque no
encerraba perfectamente un espacio.]

E3: No tiene todos los bordes y éste si. ¢Pero qué figura puedes pegar ahi si estarecto? [Lo muestra con la mano.]

E2: Si, algo que salga ahi de punta. [Y sefiala como afiade una piramide acoplada alacara.] Si que se puede poner.

P: Si queréis hacer este modelo con poligonos, ¢sabéis los poligonos que tenéis que elegir?

Todos: Si. Rombos.

E4.

E2:
E3:

E1:

Espoliedro. Losbordesyaestan. Escomo ése quetiene papel que tt puedes ver lo de dentro... [ Serefiere amodel os que vieron
en unadelassesionesen las que habiapoliedrosinscritosen otrosy el model o circunscrito tenialas caras de acetato parapoder
ver el sélidoinscritoen él.] Aunqueno tieneel plastico, ésetampoco... Perodaigual... Si aqui pegaramoslascarasdecartulina,
simplemente pegarlas..., yaesta Y no hace falta

Si no tuviera esos bordes... [Se refiere a caras materializadas.]

Eso. Aqui estatodo. [Serefiere al armazén.] Escomo si |0 hubieras hecho con las pajitasy 1o sueldas. Pero aqui [Serefiere
al modelo abierto.] si lo has empezado asi... ¢por qué se dejan un poco? Si lo empiezas asi... tienes que terminarlo con éstos...
[Sefiala el material de troquelados con el que estaba construido el modelo abierto, formado por varios poligonos que no
encerraban completamente un espacio, el cual se habia presentado anteriormente para cuestionar laideade poliedro.] Y si lo
empiezas con pgjitas, pues sigues asi.... Pero todo...

Ah, si. Con los poligonos también pasaba eso. Lo de las varillas era poligono. Pues aqui, solo con varillas, también sera
poligono. Daigual que esté con agujeros, porque ya esta como si fuera tapado.

Protocolo 2

E1:

E2:

E1:
E2:
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Pero esarectano esperpendicular alaarista. Porquemira, o lasaristasdelabasey laslaterales son angulos distintos
de 90°. Los que son de 90° son éstos. 40
[Los ha sefialado en la figura].

Pero no te tienes que fijar en esos. Bueno si... pero no. Es en éstos...
Hay el mismo angulo que si coges los lados de la base.

Y esté lo girada que esté, si no lo inclinas para abajo o para arriba,
estos angulos son de 90° siempre.

Yo no lo veo. Son mas grandes que 90°.

Pero es que es por el dibujo, que lo haces asi... no recto aunque sea... Mira, coge el modelo y lo verds. Mira, las caras son
rectangulos. [Serefiere alas caraslaterales.] Ves... el angulo esde 90°. [Sefialalasaristasdelabasey lateral.] No tefijesen
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labase, que ese angulo no es de 90°, y tampoco de 180°. Pero es que, si nolo inclinasy coges otrarecta, si abres més labase,
también es el mismo angulo, ¢no? [Lo muestra en un modelo. Luego pregunta a la profesorasi es verdad.]

[-]
E3: Unaaristalateral de un prismarecto, ¢es perpendicular atodas las aristas de la base? ¢Aungue no se corte?
P:  ¢TU qué crees?

E3: Puede ser como en las diagonal es, que poniamos mas atributos de los que toca, porque en los gjemplos que habiamos visto
pasaba eso. [Se refiere a atributo «las diagonales de las caras quedan completamente en el interior de las caras».]

E4: Aqui no escomo con las diagonales. Aqui si que se dice, si que es atributo critico que para que sean perpendicul ares ambos
tienen que estar unidos, tienen que formar un vértice. Tiene que haber 90° y en los &ngul os que forman dos segmentos tiene
que haber un vértice.

E3: Pero esquetambién puedes hacer como paramedir el angulo queformandoscaras. Mira... [Coge unmodel o de un prisma, elige
una aristalateral y otradelabasey, como se muestra en la figura, sobre la arista de la base coloca una varilla que desplaza

paral elamente sobre esta base para acercarlaal vérticedelabase del quesalialaaristalateral elegida,

tienes que hacer, cuando no se cortan para comprobar si dos son perpendicul ares, es elegir otros segmentos, pero tienen que
ser paralelos a los dados.

E4: [Sedirigealaprofesora] ¢Eso puede ser? ¢Esasi?Y o creo que no, porgque paraque haya un angul o tiene que haber un vértice

y nolo hay. Yo siempre lo he visto con vértice, o con 180° también; si, asi, | . Pero ahi también hay vértice.

E3: [Sedirige alaprofesora)] ¢Esasi? ¢O eso también es propiedad de | as rectas perpendicul ares que hemos visto?

P: Todo va a depender de la idea que demos en el espacio para segmentos perpendiculares. Si incluimos que las rectas son
concurrentes, | as ari stas el egi das no se podrian comparar con estarelacion. Si queremos extender laidea de perpendicul aridad
de segmentos para que incluya a estos segmentos como ejemplos, eliminaremos la condicidn «que las rectas tienen que ser
concurrentes» eincorporaremos|as condiciones que ha sefialado E3 sobre qué segmentos hay que considerar (el paralelo auno
de ellos que corte a otro).

E3: Eso, vamos a eliminar esta condicién para extender laidea de perpendicularidad.
E4: Puesyo lo dejaria como estaba. Si no se cortan, se cruzan; puedo decir que se cruzan perpendicularmente.
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