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SUMMARY

Although students learn kinematics from their first contact with physics, for a series of reasons preconceptions and
conceptual and methodological mistakes accumulate, hindering progress.

We propose a simple and motivating exercise that will not only improve the understanding of elementary equations
of kinematics, but also detect and facilitate the correction of such mistakes.

INTRODUCCION

Normalmente la ensefianza de |a fisica elemental suele
hacerse demodo historicistay repetitivo (Furioy Guisa-
sola, 1993; Gutiérrez, 1993; Martinez Aznar, 1996;
Martinez Pons, 1995), de modo que, en el esgquema
tradicional, lacinematicasevey sevuelveaver desdela
antigua EGB hasta | os primeros afios de facultad. Cada
vez seintentaprofundizar mas, pero, puesto que muchas
veces |0s primeros conceptos se han aprendido mal, la
comprensién se hace dificil, insistiéndose més en el
formalismo matemético que en el fendmeno fisico real.

Laexperienciapersonal del autor, contrastada con lade
otros profesionales (Gutiérrez, 1993), indica que resol-
ver un problema, que en general esmasun gjercicio que
un auténtico problema, significa «dar con la formula
adecuada», probablemente enmarcadaenrojoenel libro
de texto. Poco importa el porqué de dicha formula;
importa menos su campo de aplicabilidad y muchisimo
menos el sentido, yade la mismaférmula, ya del resul-
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tado deaplicarla, sobretodo si este Gltimo se haobtenido
con calculadora, infalible por definicion. Como mucho,
seaceptaque eserror grave no escribir lasunidades (que
éstas se comprendan es otra cosa). Véase la mayoriade
textos de fisica de COU y en general de niveles previos
alauniversidad, que no se citan por razones obvias.

En el campo concreto de la cinemética suelen quedar
confusos y entremezclados conceptos fundamentales
comolosdetrayectoria, posiciény distanciarecorrida.
Como consecuencia, las ecuaciones del movimiento no
se comprenden en su profundidad y se aplican de modo
incorrecto. El papel de los parametros iniciales del
movimiento tampoco queda claro. Las ecuaciones se
interpretan como «espaci 0», NUNCa como «PosiCion», y
el conceptodesistemareferencial enlamayoriadecasos
simplemente se deja de lado. En un problemade lanza-
miento de un objeto hacia arriba, por ejemplo, estipico
dividir el problemaen dos: en el primero, el objeto sube
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y «lagravedad es negativa»; en el segundo, el objeto
bajay «lagravedad es positiva» (Martinez Pons, 1995).

Aqui se propone un trabajo que, sin salir de lalinea
clésica, obligaa alumno a plantearse, desde un punto de
vistafisico, un problema con el que se tropieza en su vida
cotidiana, ya como actor, ya como espectador, y a com-
probar que lafisica no esta tan alejada de la realidad.

OBJETO DE LA ACTIVIDAD

La experiencia aqui descrita se llevo a cabo con estu-
diantes de COU, alos que se habia practicado a princi-
pios de curso una prueba de nivel consistente en una
bateria de preguntas abiertas de respuesta breve y dos
problemas algo mas elaborados. L as repuestas parecian
indicar la existencia de las confusiones antes citadas,
una elevada tendencia ala aplicacion de férmulas este-
reotipadas en la resolucion de los gjercicios y un nivel
minimo de razonamiento. Tampoco apareciala criticade
las condiciones previas del problema, ni de los propios
resultados, ni de la verosomilitud del modelo.

Se trataba de buscar una actividad que, ademés de
confirmar laimpresién inicial, sirviera, primero, para
gue los alumnos se autoconvencieran de que su modo de
trabajo no era € mas adecuado; segundo, para que
aclararan sus ideas a respecto; y, tercero, para que
buscaran remedio con la ayuda del profesor.

Se decidi6 que la actividad debia:

1)Ser altamente motivadora. En este sentido el mundo
del deporte podia aportar multitud de ejemplos.

2)No implicar un aparato matemético fuera del alcance
de los estudiantes.

3)Poner de manifiesto la existencia de |os errores que se
suponia que existian o falsar esta hipotesis.

A)Servir de pauta de solucion de dichos errores.

5)Incluir los siguientes tipos de accion: recoger infor-
macién, tomar decisiones, analizar problemas indepen-
dientes e integrarlos en un Gnico proceso, aumentar los
conocimientos —no solo fisicos- del estudiante, integrar
materias (Medir y Giralt, 1998).

REFERENCIASMETODOLOGICAS

Laidea bésica naci6 de lalectura del libro del fisicoy
docente soviético Piotr Kapitsa (1985), en cuyo capitulo
IV presenta algunas de las técnicas de trabajo que en los
anos cincuenta desarrollaba con sus estudiantes, buscan-
do siempre la respuesta a problemas cotidianos més o
menos complejos (El losllamabasencillos. A juicio del
lector curioso, quede el calificativo).
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Desde un principio, laidea fue usar una metodologiade
modelo investigativo tipo APU (1994) o PROPHY
(Caillot y Dumas-Carben, 1987), por ejemplo, cuyo
esguema podria adecuarse a lo que se pretendia. No se
recurrio, en consecuencia, a modelos algoritmicos, sin
queellosignifique queen el conjunto delaensefianzade
la asignatura no deba recurrirse a dichos modelos.
Algunos, como el de Selvaratnman (1994), son ajuicio
del autor muy eficaces, sobre todo cuando no se dispone
de excesivo tiempo ni medios y hay por delante
una prueba tan absurda, pero inevitable, como la selec-
tividad.

No obstante, quedaba fueradelugar y de tiempo preten-
deriniciar el trabajo con unainvestigacion experimental
en un partido profesional, midiendo tiempos, velocida-
des, etc., yaseaa piede campo, yasobre unafilmacion
0 en video. No se descarta en absoluto que pueda tener
interésy podriadar lugar aunaversion mas completade
la experiencia.

Dadas las circunstancias, pues, el model o de «problema
de enunciado abierto» (Gil y Martinez Torregrossa,
1983) podria ajustarse a lo que se buscaba. En este
modelo se parte de un problema sin datos numeéricos, y
su desarrollo implica las siguientes fases:

— andlisis cualitativo del problema;

— emision de hipdtesis acerca de | os factores que van a
influir en la solucion;

— disefio de posibles estrategias;

— resolucién del problemaempezando por el desarrollo
algebraico y dejando para el final los datos numéricos
extraidos de situaciones reales;

— andlisisdelosresultados, entendido como unaverifi-
cacion de la consistencia interna.

Este esquema, que a juicio del autor deberia aplicarse,
con més o menos fidelidad, alamayoria de procesos de
aprendizaje, no sblo de lafisica sino de la mayoria de
ciencias numéricas, parecia el més indicado en princi-
pio, no sdlo por lasimplicacionesdetipo cognitivo aque
podia conducir (y que en el momento de proponerse la
experiencianointeresaban demasiado), sino porque par-
te de los problemas en apariencia detectados parecian
provenir de una ensefianza anterior demasiado volcada
en lapuraaplicacién de algoritmos, entendidos mésbien
como falsillas, alos problemas.

No podia, no obstante, dejarse de lado la situacion de
estudiantes de COU, con tiempo limitado por tanto, y
con laperspectivade unapruebadeterminante en lacual
se deberian enfrentar a problemas algoritmicos. Combi-
nar la metodologia del modelo investigativo con el
esquema de enunciado abierto podia ser una buena
solucion, y de este modo se hizo.

En resumen, se opté por un esquema de trabajo proximo
a los de Gil y Martinez Torregrosa (1983), Furié y
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Guisasola (1993), Varela y Martinez Aznar (1996 y
1997), etc., que combinan el modelo investigativo conel
enunciado de tipo abierto.

Ladiferenciafundamental con el trabajode estosautores
consistia en que aqui, desde un principio, se fijaban
variablesy se dictaban pautas minimas de estrategia por
parte del profesor como las condiciones en que se desa-
rrollabael problema, |os datos que erapreciso recabar y
las vias de salidade | as situaciones mas comprometidas.

No obstante, todaviarestabaun amplio abanicodevaria-
bles a determinar y aproximaciones a realizar, que se
dejabaal libre albedrio del alumno.

Otra diferencia fundamental respecto a la metodologia
citada fue que desde el primer momento se sugirio la
posibilidad de realizar todo el calculo y, en consecuen-
cig, € planteamiento ab origine del problema usando
medios automaticos de célculo, (como por ejemplo una
hoja Excel).

ENUNCIADO DEL PROBLEMA

Un jugador de baloncesto lanzauntiro libre ala canasta
desde la posicion reglamentaria. Suponiendo fija la
velocidad inicia vo, suficiente para alcanzar el blanco,
determinese el conjunto de angulos desde los que es
posible alcanzar el tanto. Para ello:

— Se supondradespreciable el rozamiento con €l aire,
asi como que el balon se lanza sin efecto alguno.

— Se considerara enceste si el punto inferior del bal6n
impacta en cualquier punto del didmetro maximo de la
canasta, siempre en trayectoria descendente.

— Se consideraran los dos casos: enceste directo y
rebote.

— Sesupondraque el jugador lanza desde una altura ho.

Resuelta esta parte, ¢es posible determinar el valor
minimo dev, por debajo del cual esimposibleel enceste,
no importa bajo que angulo? (Cuestion voluntaria)

Los datos numeéricos (que no se dieron en el enunciado,
habia que buscarlos, y son los usados por el profesor):
Vo= 10 m/s, ho= 1,80 m. La canasta se encuentraa 3,05
m de altura, su diametro es 0,45 m. Lapersonal selanza
a 5,80 m del fondo del campo. El tablero se sitiiaa 1,20
m del fondo del campoy el aro a15cmdel tableroensu
punto mas proximo.

MODUS OPERANDI
Propuesto el enunciado, y aunque en principio se penso

en no dar demasiadas pistas, en la practica se creyd
conveniente fijar las aproximaciones y condiciones de
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partida, pero siempre dejando |o mas abierto posible el
problema. Se hizo ver la coherencia de las mismas,
aunqgue lo ideal habria sido no hacerlo, pero el tiempo
imponia su ley. Se dej6 al arbitrio del alumnado fijar
algunos pardmetros como la posicion exacta de lanza-
miento del bal 6n. Quiza seaimprescindible proponer la
canastavirtual parael tiro atablero. Tambiénsedejo que
fueran los propios alumnos quienes investigasen los
datos geométricos del campo, altura de canastas etc.
(La experiencia demuestra que el no dérselos es la
primera sorpresa ¢Como un problema en que hay que
buscar datos?) En cualquier caso, se advirtié que las
normas que se daban eran provisionalesy que estabaen
ladecision delos estudiantes €l aceptarlaso no, siempre
y cuando se justificara la decisién tomada.

Sedio unavelocidad inicial orientativadel bal6n (en el
gjemplo se les propuso unos 10 m/s), pero siempre
dejando a su arbitrio aceptarla o no. También se dejaban
abiertas:

— la posicién inicial del balén, que podria ser, por
ejemplo, la propia posicién de cada estudiante;

— lamayoriade pardmetros iniciales del movimiento;
— laasuncion de hipétesis simplificativas;

— ladiscusiondel resultadonuméricoy, asuvista, delas
hipétesisinciaes.

Seinsisti6 en que no eraun «problema de examen», sino
un pequefio trabajo deinvestigaciony como tal debiaser
tratado, y que o importante era un examen exhaustivo
delascondicionesy posiblessoluciones, asi como delas
leyes, model os, simplificacionesy aproximaciones uti-
lizados, més que dar la respuesta exactaque el profesor
esperaba.

Se decidi6 que se trabajara de modo individual, aunque
en casa.

El calculodelavelocidad minimasedej 6 comoadicion
voluntaria

Se dio un plazo de quince dias (de viernes a viernes),
equivalente a ocho clases, para realizar el trabajo. La
experiencia del autor indica que, en general, no deben
darse plazos muy largos porque:

— descontextualizan el gercicio delamarchanormal de
laclase;

— en general, no significan mas tiempo de trabgjo, sino
retrasar el comienzo, lo quereincideenel punto anterior;

— las correcciones, revisiones, etc. se dilatan mas de lo
debido y pierden efectividad.

Los gjercicios se devolvieron corregidos y comentados

junto con una copia del mismo trabajo hecho por el
profesor. Este sistemade devolver un original junto con
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el trabajo corregido es habitual en la metodologia de
guien escribe estas lineasy siempre, seguin su experien-
cia, de gran efectividad.

El autor mismo impartia dos grupos de COU y, aunque,
como se ha dicho reiteradamente, no se pretendia una
investigacién psicopedagdgica sino dar una solucién a
un problema concreto, en principio se pensd en dejar un
grupo como testigo y ensayar la prueba solo con uno de
los dos grupos. Pero unacomisién de notables del grupo
excluido hizo constar su protestay practicamente exigio
su derecho ahacer también la pruebaen cuestion, o que
venia a demostrar el grado de motivacion logrado. Al
final se optd por proponer la prueba a ambos grupos,
mientras un tercer grupo, en el que impartia otro profe-
sor, quedaba como testigo. Este particular debe tenerse
en cuenta ala hora de evaluar |os resultados.

PRIMERA EVALUACION

La solucidn que se incluye como anexo muestra que el
problema puede resolverse dentro de los conocimientos
matematicos de un estudiante como los sujetos de la
prueba, puesto que no requiere mas que un poco de
calculo diferencial elemental —que incluso puede ob-
viarse— y saber interpretar una ecuacion de segundo
grado (en este caso con un poco de ingenio, pero que
puede substituirse con un poco mas detrabajo (Butikov,
Bikov y Kondrétiev, 1989). Ademas, tanto el enunciado
como la discusion de las soluciones deberian estar al
alcance de cualquier estudiante.

De caraa alumno se considero:

— exposicion clarade las condicionesiniciales del pro-
blema;

— muestra de las aproximaciones y simplificaciones
realizadas, asi como de su importancia;

— formulacion clara del modelo matemético: sistema
referencial y ecuaciones,

— explicacion de los pasos que conducen a la solucion;
— correcta presentaci6n de los resultados;

— comentarios sobre |os mismos, especial mente de cara
a su verosimilitud;

— comparacién de susresultados con los hechos experi-
mentales en el propio campo de deporte.

Unavez corregido el trabajo, calificadoy comentado, en
laprimeraclase posterior a ultimo diadeentrega, seles
devolvié junto con una copiadel mismo trabajo realiza-
do por el profesor (el que se incluye como anexo). Con
base de este documento, y en el propio de cada estudian-
te, se comentd en clase de forma genérica el trabajo de
los alumnos, destacandose los errores mas comunes.

Sobre una base de 60 alumnos a los que se propuso €l
problema se observé inicialmente lo siguiente:
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— Masdel 50 % no habiaconseguido datos geométricos
correctos, 0 los habia modificado arbitrariamente, en
arasde unasimplificacién mateméticadel problema, sin
entrar arelacionar sus simplificaciones con el hecho de
apartarse del resultado: el balon entra (= punto) o no
entra(=fallo), y posiblejugadaparael contrario. Dicho
de otro modo, habian seguido fuera de |a realidad obje-
tivay aferrados a problema académico tradicional.

— Un 65 % redujo sus explicacionesaunameradescrip-
¢ion de los pasos mateméticos.

— S6lo un 10% comentd sus propios resultados.

— S6lo 4 alumnosintentaron hallar lavel ocidad minima
y lo hacieron dando por supuesto que éstaselograrapara
un angulo de 45°.

— Ni un solo estudiante critico las hipétesisiniciales.

— S6lo 3 alumnosverificaron la hipétesis de la «trayec-
toria descendente».

— Ningun estudiante tuvo en cuentael tamario del table-
ro ala hora de plantearse la cuestion del rebote.

— Noobstante su presuntabaseinforméticay lasugeren-
ciadel profesor, un 85% utiliz6 métodos exclusivamen-
te «clasicos» y los que emplearon informaticalo hicie-
ron para construir graficos o pararedactar €l trabajo, no
paracalcular.

— Algunos (15%), pese a que se les advirtio, utilizaron
formulas estereotipadas: alcance maximo, altura maxi-
ma, sin caer enlacuentadequeno eranaplicablesen este
caso.

— Sin embargo, todos plantearon sus ecuaci onestoman-
do como referencia «laposicioninicial del balén». Sélo
uno hamatizado aqué parte del balén sereferia. El resto
se quedd en la aproximacion del punto, sin decirlo.

— Para un porcentaje bastante alto (35%), €l diametro
del aro no influia en los resultados.

Este resumen demuestra que la intuicion original no
estaba desencaminada y que la cinematica elemental
esta muy lejos de ser comprendida ni, mucho menos,
asimilada. Aungue es por lo menos aventurado extrapo-
lar un trabajo como éste, con tal nimero de items, su
realizaciOn debeservir —y paraeste profesor sirvio—para
reflexionar sobre la adecuacién de los métodos de ense-
flanza que se estan siguiendo.

REGULACION

A lavista de estos resultados se pidié a algunos de los
estudiantes que los debatieran. Se hizo énfasis especial -
mente en cuestionesde esteestilo: ¢COmo esposible que
el diametro de la canasta no influya en el resultado?
O bien: ¢Por qué es necesario eliminar las soluciones en
las que €l balén no esta en la rama descendente de la
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trayectoria? Las respuestas daban a entender que, a
pesar, detodo, seguiafirmementeancladaenlamentede
los muchachos la idea de que los problemas de fisica
tienen poco que ver con el mundo real. No pasan de ser
entelequias.

Fue especia mente dificil convencer a algin estudiante
de que afirmaciones como o he hecho con calculadora
no eran un argumento solido, y lo fue mas aln para
quienes partieron delasformulas estereotipadas de al tu-
ra o alcance méximos. También se comentaron positiva-
mente las soluciones ingeniosas, correctas o no, desta-
cando su aspecto creativo. De hecho, laclase seconvirtio
en animado didlogo en que se propusieron mejoras al
propio trabajo del profesor.

Algun estudiante pregunté si eraposiblehallar ladistan-
ciareal recorrida por el balén. Esta pregunta sirvié de
base a otro gjercicio del mismo tipo que no serelaciona
para no alargar demasiado €l trabajo, pero que aporto
solucionesrealmenteingeniosas (no hay queolvidar que
aaquellas alturas del curso no se manejaba el concepto
de integral) en las que se ponia de manifiesto que
muchosproblemasdefisica, cuyacomprension eincluso
desarrolloy solucion estan perfectamente a alcance de
los alumnos, se quedan en el camino por un recurso
excesivo al desarrollo formal matematico (Alonso,
1992)

Hubierasido altamente Util, pero no se hizo, disponer de
alguna filmacion y medir directamente sobre ésta.
Posteriormente el profesor lo hizoy los resultados fue-
ron altamente congruentes con los encontrados antes,
incluso en el caso de que el jugador lanzarael balon con
un cierto «picado».

Puede ser una buena préctica pedir a los estudiantes
que, con base en el trabajo correcto, elaboren de
nuevo el suyo vy, si es posible, traten de mejorar el
trabajo modelo.

EVALUACION FINAL

A findeverificar si se habiaconseguido o nounamejora
en la comprension-aplicacion, se volvié a pasar una
prueba semejante alainicial. Para comparar resultados
se paso |la misma prueba. Ninguna de las dos pruebas se
habia avisado previamente y, en ambas, se permiti6 el
uso de material auxiliar: libros de teoria 0 apuntes.

Se realiz6 en ambas pruebas un test de igualdad de
medias sobre unabase de distribucion normal, aceptable
dado el nimero deitems. Hay queinsitir en el hecho de
que, en el grupo de control, se daba ademés la variable
«distinto profesor» o, si se prefiere, «distinta metodol o-
gia global», lo cua puede falsear los resultados a atri-
buir a una sola variable lo que deberia atribuirse por lo
menosados. Paraminimizar estaposibilidad, losejerci-
cios de ambas pruebas se redactaron en comun por los
dos profesores.
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Los resultados estadisticos de ambas pruebas, la ini-
cial y la de control, se exponen a continuacién en el
cuadro I. Ambos gjercicios estan calificados sobre 10.

Losresultados estadisticos parecen indicar |0 siguiente;

— Los tres grupos pueden considerarse como pertene-
cientesaunamismapoblacién, no hay diferenciassigni-
ficativas a un nivel de 0,05.

— Despuésdel gjercicio, losgruposA y B han mejorado
significativamente, en tanto que la mejora del grupo C
no puede considerarse como significativaa nivel 0,65.

— La comparacién entre los grupos A, By C en la
segundapruebapermite concluir queladiferenciadelas
mediasentrelosgruposA y B no essignificativaanivel
0,05, en tanto que ladiferencia de qual esquiera de éstos
con el grupo C es significativa tanto a nivel 0,05 como
0,01.

CONCLUSIONES

Comparando losresultados con | os objetivos propuestos
y considerando el desarrollo completo delaexperiencia,
cabedecir queaquéllosselograron, incluso | osengloba-
dosen el epigrafe5, puesto que |l os estudiantes debieron
cubrir todos y cada uno de los puntos alli indicados,
aunque no fuera éste el objetivo principal.

— Quedaban claros|os papel es de | os parametros funda-
mentales. velocidad, posicion y angulos iniciales. La
trayectoria, a menos en el modelo newtoniano, esta
determinada desde el principio, precisamente por estos
parametros.

— Eraevidente que la gravedad no cambiaba de direc-
cion a partir del punto més alto. El gréfico delatrayec-
toria, continuay derivable desde el punto devistamate-
matico, lo dejaba claro.

— Las«férmulas estereotipadas» paracalcular el acan-
cemaximo, laalturaméaxima, etc. no funcionaban, pues-
to que no eran expresi 6n adecuada del model o buscado.

— Lasaproximaciones que implicaba el model o estaban
todas determinadas por la solucién final: «bal6n entrao
no entra». La comparacion con el modelo real parecia
indicar que estaban bien aplicadas.

— El modo deresolver el problemano eratnico, aunque
las soluciones permitian, como ademés indica la expe-
riencia, un margen de tolerancia muy pequefio.

— Existia una solucién no algoritmica, la que cada dia
resuelven losjugadores de baloncesto al lanzar sustiros
libres. A estasolucién sellegaba, no através de ecuacio-
nesy férmulas, sino mediante otra técnicabéasicaen el
trabajo experimental: el ensayoy error y la experiencia
acumulada, que permitiaen breves segundos un célculo
intuitivo de angulo y velocidades inicial es.
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Cuadro |
Pruebainicial Prueba de control
A B C A B C

Alumnos 28 27 32 30 28 30
Media 4,05 3,97 3,75 5,28 5,45 4,15
Desviacion 1,27 1,33 1,45 1,36 1,48 1,98

Ensayo de medias
Zpo 023 -1,96<2<1,96 Z i -0,45 -1,96<2<1,96
Z(AQ 0,85 -1,96<Z<1,96 Z(A,_c,) 2,58 Z>2,58
Z(B_C) 0,61 -1,96<Z<1,96 Z(B,_C,) 2,84 Z>2,58
Z iy nry -3,56 Z<-2,58
Zgg, -3,90 Z<-2,58
Zee, -0,90 -1,96<7<1,96

Esta experiencia puede ademas ser una buena base para
analizar la incertidumbre de los resultados, salvada la
gran dificultad que implica evaluar de modo exacto la
velocidad y el angulo delanzamientoy, en menor grado,
el punto exacto de lanzamiento. Todas estas variables,
dadolo gjustado delosresultados, son muy importantes.

Finalmente, parece haber buenas razones para conside-
rar que esta experiencia es una buena herramienta para
mejorar la comprension y la aplicacion préactica de la
cinematica, detectando y corrigiendo conceptos equivo-
cados:

1) Constituye un elemento altamente motivador.
2)Ayudaaimbricar lafisicaen lavidadiaria

3)Dado lo ajustado de las soluciones, obliga a trabajar
con cuidado y esmero y a meditar muy seriamente la
asuncion de aproximaciones. Dicho de otraforma, pone
de manifiesto la complementariedad y la no-oposicion
entre lo cualitativo y lo cuantitativo.

4) Destacael papel delascondicionesinicialesdel proble-
ma, identifica la trayectoriay pone de manifiesto la utili-
dad-inutilidad de muchas de las férmulas estereoti padas.

5) Permite la incoporacion de nuevas tecnologias a la

ensefianza de la fisica, poniendo de manifiesto sus
ventajas.
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6) Dentro de la misma linea son posibles otros experi-
mentos relacionados con otros deportes como el fatbol,
el alpinismo o el patingje, aunqueel ejemplo elegido sea
el mas realista posible con el minimo nimero de varia-
bles(solotres, enrealidad: velocidad, posiciény angulo
iniciales). Dadas|as vel ocidades que se usan, la hipote-
sis «despreciando rozamientos» es perfectamente ade-
cuada.

7) Permite, dentro de ciertos limites, un comprobacion
experimental de resultados o, al menos, su aplicacion
definitiva: «Se marcatanto o no».

En cuanto al aparato mateméatico, en apariencia compli-
cado, se pone en evidencia la necesidad de un buen
manejo del dgebra y la trigonometria elementales, y
exigelasolucion, con un poco deingenio, deecuaciones
en apariencia complicadas, especialmente al buscar la
velocidad minima. Al mismo tiempo, sin embargo, se ha
verificado que los nuevos instrumentos, como la hoja
electronica de calculo, de manejo sencillo y eficaz,
permiten hallar rapiday exactamente una solucién que,
con los métodos tradicionales, exigiria calculos mucho
mas compl gjos.

Aunque los resultados inmediatos conseguidos no sean
excelentes, el tipodetrabgj o planteado parece unabuena
herramienta para que |os propios alumnos detecten sus
malos habitos, errores y conceptos equivocados, y los
corrijan.
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ANEXO

SOLUCIONES
Se proponen al lector estas soluciones como las més adecuadas a nivel en que se plantea el problema.

DETERMINACION DE LOSANGULOS
Lafiguradaunarepresentacion esqueméticadel problema que, dadaslas condicionesinicial es, puede reducirse adosdimensiones.

Canasta virtuat

s
Ve

&

3,05
4.45 0.15
4,60 1.20
5.80

Por simplicidad del calculo sevaatomar el origen del sistemacoordenadojusto en el polodel balén, conlocual laalturadelacanasta
serd h = 3,05-h0.

Se distinguiran dos casos:

a) tiro directo, tiro a canasta;

b) rebotado, tiro atablero, en este caso por obvias consideraciones geométricas, el problema equivaldra a encestar en una canasta
virtual,imagen especular, respecto al tablero delacanastareal . El espesor del tablero noinfluyeen el resultado, puesto que setrabaja
con laimagen geométrica de la canasta.

TIRO A CANASTA
L as ecuaciones de posicién y velocidad del balon en € sistema de referencia elegido seran

X= VW tcosa,; Vx =Vp COs O

2
y=ytsama - %; ¥ =Vosaa -gt

donde a es el angulo de lanzamiento.

El problema tiene unainfinidad de soluciones. Se busca el valor minimo de modo que la pelota impacte en el punto mas alejado
del aro.

Paralavelocidad inicial dada, |as ecuaciones de |as trayectorias, referidas al punto de lanzamiento serian
y = X tano— 4,9 x/(v, cosa)?

Hay que calcular |as posibles trayectorias para cada uno de |os extremos del aro. Se trata de imponer, por tanto, que latrayectoria
pase por los puntos A(4; 1,25); B(4,45; 1,25); operando se obtienen dos posibles familias de trayectorias.

L a soluci6n se haobtenido con laopcién Solver. Puede también obtenerse por tanteo, llegando a 29,67°; sin embargo, observando
los valores o lagréfica, se ve que la primera de latrayectorias alcanza A en su fase ascendente, pero no asi la tltima. Habréa que
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encontrar el valor apartir del cual sealcanzael aroenlafasedescendente, paraelloy por medio deSolver secalculalaalturaméxima
imponiendo las restricciones de que esté entre los datos, y que x esté entre 4 y 4,45, encontrandose, en consecuencia, que seran
vélidas |as trayectorias que cumplan 29,80° > a > 29,81°. Si 76,02° > a > 77,55° En ésta se cumplen todas las condiciones.

TIRO A TABLERO
Ahora se trata de imponer el paso por los puntos A’ (4,75; 1,25) y B’ (5,20; 1,25).

Trayectorias

El célculo da ahora las trayectorias que cumplan:
29,77° < a < 30,17°. Se cumplen todas | as restricciones, luego lafamilia es vélida.

74,97° > a > 73,35: Ahi si se cumplen |as condiciones; sin embargo, hay que comprobar quetodas ellas dan en el tablero, paraello
se calculalaaltura correspondiente al Gltimo angulo y para un valor de x de 4,60 m.

El resultado esde 2,75 m, evidentemente exagerado. Suponiendo ahoraun tablero queal canza2 m, se vuelve aplantear |aecuacion,
obteniéndose que el borde del tablero se alcanza para un angulo de 74,60°, lo que limitalos &ngul os aceptables.

Concretando, se llega a las conclusiones siguientes, fijadas las condiciones de velocidad inicial y de altura de lanzamiento; son
posibles |os siguientes angulos:

En tiro a canasta: 28,80° < o < 28,81°. (Préacticamente inexistente)
76,02° < o < 77,55°

En tiro atablero: 29,77° < a < 30,17°
74,97° > a > 74,60°

Obsérvese el escaso margen de maniobra que dejan los calculos. Los jugadores los realizan por pura intuicion, gracias a sus
condiciones naturales y alarepeticion de lanzamientos, que les permiten un indice de aciertos muy elevado.
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CUESTION VOLUNTARIA: DETERMINACION DE LA VELOCIDAD MiNIMA
Se trata de encontrar, si existe, una velocidad minima por debajo de la cual no es posible alcanzar el aro, sea cual sea el angulo.
El problema es bastante complejo y se tratara de resolver de un modo simple.

Solucion algebraica
En principio, el problemavaaresolverse apuntando a extremo del didmetro del aro més préximo a lanzador.

Puesto que para cualquier velocidad inicial, en general, existiran dos trayectorias, una de las cuales, a menos, correspondera al tiro
por elevacion, de momento se prescindira de la restriccion «rama de caida» que, si es necesario, se introducira méas adel ante.

Vayade entradaque lasolucion «El punto es el masalto delatrayectoria.» no es correcta; bastaparaello considerar que el alcance
méaximo sobre la horizontal no corresponde a punto de altura maxima.

Partase de la ecuacion de trayectoria, obtenida de eliminar el tiempo entre las ecuaciones de posicién. Para un determinado valor
de x ey depende de dos variables, angulo y velocidad iniciales.

Podria intentarse una solucion a partir de la teoria de funciones, pero, entre otras razones, por estar fueradel alcance matematico
delosestudiantesaquienesvadirigido, se usaraotro método, si cabeincluso con mayor contenidofisico. Paraello sevaareescribir
la ecuacion de latrayectoria del modo siguiente:

gx?tan? a -2y xtana+gx2+ vy =00

Y v vi-gx® +2v3y)
gx

tana =

Sélo tienen sentido fisico las soluciones reales paratan a, lo que quiere decir que el discriminante debe ser no negativo:
v=(2gyv 2+ g’%s?) 2 0
Dadalaforma matematica de esta expresion, es evidente que el valor minimo de lavelocidad inicial corresponderaalaigual dad.
Resolviendo la ecuacion bicuadrada en v, se obtiene como Gnica solucion aceptable fisicamente:
Vorn =V g (y+ Vy2+ x2) = V 9,8(1,25 +V 1,252 + 49) = 7,30 ms’*

Con este valor se encuentraque el (inico angulo posible con el que seimpactariajusto en el aro es53,52°; esdecir, quelavelocidad
minima paralograr encestar es 7,30 msy el enceste se lograra con un angulo de 53,52°.

Solucién informatica

Para esta segunda opcién existe una solucién utilizando la potencialidad de lahojaExcel. Paraello se creara unacolumnacon los
tiempos en funcion de un dt arbitrario. Se establecerd una velocidad inicial arbitraria, en este caso se ha ubicado en F2.

Se establecera también un angulo inicia arbitrario y se programaran X e Y del modo tradicional.
Se definira una nueva casilla en que se calcule v, en funcion de unax cualquieray su tiempo.

Usando Solver se pediraque estafuncion se minimice cambiando las celdasdonde se encuentrael angulo, el incremento detiempo
y lapropiavelocidad inicial que seintrodujo al principio. Este proceder es necesario por las propias limitaciones de Excel.

Comorestriccién seimpondraque un par de casillas cual esquiera, pero homdlogas, tomen los val ores delas coordenadas del punto
del aro previsto.

L os resultados que se obtienen son bastante realistas. Sin embargo, la hipotesis de considerar enceste si el polo inferior del balon
cae sobre el aro puede pecar de optimista. Més seguridad se tendria si se aceptara enceste seguro sin que ninguna parte del balén
tocarael aro. Dado que el didmetro del bal én reglamentario de bal oncesto es de 20 a22 cm, el problema equivaldria a encestar en
un aro de unos 23 cm concéntrico con el real.

Replanteado el problemaen estostérminos, |os resultados que se obti enen manteniendo |as mismas condicionesinicial es restantes son:
29,74° > a > 29,67°; 76,36° > a > 77,21 29,83° < a < 30,06 74,62°>a > 73,71°

Haciendo las mismasconsideracionesqueen | osresultados obtenidosini cial mente, se observaquelastrayectoriascorrespondientes
alaprimerafamiliade angul os son todas ascendentes. En consecuencia, debe eliminarse esta solucidny, aceptando el mismo valor
para el tablero, la Gltima familia queda en:

74,60° > a > 73,71°

Con estas nuevas hipotesis, la velocidad minimavaldra v, = 7,406 m/s con un angulo de 57,03°

Un detalle final es que un jugador de bal oncesto medianamente entrenado, por simple intuicion y con un buen adiestramiento y
practica, es capaz en breves segundosde cal cular distanciasy vel ocidad, asi como de coordinar sus movimientosde modo quelogre
el enceste en un elevado porcentaje de casos, a pesar de la poca tolerancia que parece desprenderse de |os resultados.
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