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RESUMEN e Las reflexiones sobre la complejidad de los objetos matemdticos, y la articulacién de los
componentes de esta complejidad, son frecuentes en muchos de los enfoques tedricos utilizados en
el drea de la Educacién Matemdtica. En este articulo, se realiza una reflexién teérica, en el marco del
Enfoque ontosemiético de la cognicién e instruccién matemdtica, que profundiza en los mecanismos
de articulacién de la complejidad asociada al objeto matemdtico. Se presenta una visién integrada de
los diferentes tipos de articulacién contemplados en trabajos de investigacién previos, en los que se
ha utilizando como marco tedrico este enfoque: niveles de generalizacién, proyecciones metaféricas y
tramas de funciones semidticas. Para ello, como contexto de reflexién, se utiliza el objeto matemdtico
«media aritméticar.
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ABSTRACT e Reflections on the complexity of the mathematical objects and the necessary articula-
tion of the components of such complexity are common in many of the theoretical approaches used
in the area of Mathematics Education. In this paper we present a theoretical reflection, inside the
framework of the Onto-Semiotic Approach of the Cognition and Mathematical Instruction, that
explores the mechanisms of articulation of the complexity associated to the mathematical object. We
present an integrated view of different types of articulation covered in previous research works that
have been using this approach as a theoretical framework (layers of generality, metaphoric projection
and sequence of semiotic functions. With this purpose, we use the mathematical object «arithmetic
mean» as a context of reflection.

KEYWORDS: complexity of the mathematical object; articulation; arithmetic mean; onto-semiotic
approach.

Fecha de recepcion: enero 2014 ¢ Aceptado: febrero 2015

Rondero, C., Font, V. (2015) Articulacion de la complejidad matematica de la media arit-
mética. Ensefianza de las Ciencias, 33.2, pp. 29-49

29



Carlos Rondero, Viceng Font

INTRODUCCION

Una caracteristica de la Educacién Matemdtica es la amplia diversidad de perspectivas tedricas. Cada
una de ellas tiende a privilegiar alguna de las dimensiones del proceso de ensefianza-aprendizaje de las
Matemdticas sobre las demds; pero hay un aspecto en el que muchas de estas teorfas coinciden, nos
referimos a que consideran que una caracteristica de los objetos matemdticos que deben ser ensefiados
y aprendidos es su complejidad. Precisamente, en nuestra opinidn, la complejidad de los objetos ma-
temdticos —conjuntamente con el hecho de que solo a través de representaciones semidticas es posible
una actividad sobre ellos (D’Amore, Fandino, lori y Matteuzzi, 2015)—, y la complejidad de su proceso
de ensefanza-aprendizaje son unas de las razones de que exista una pluralidad de teorias en el 4rea de
Educacién Matemdtica, y que en estos momentos se plantee la necesidad del dialogo y la articulacién
de teorfas (Prediger, Bikner-Ahsbahs y Arzarello, 2008; Radford, 2008a).

La complejidad del objeto matemdtico lleva a pensar no en un objeto unitario sino en un sistema
complejo formado por partes o componentes. Nos encontramos pues con que un objeto matemdtico,
cuando participa en la actividad matemdtica, queda inmerso en un juego de lenguaje (Wittgenstein,
1953) en el que se habla del objeto desde la dualidad unitaria-sistémica. En algunas circunstancias, los
objetos matemdticos participan como entidades unitarias (que se supone que son conocidas previa-
mente), mientras que en otras intervienen como sistemas que se deben descomponer para su estudio.
Por ejemplo, en el estudio de la adicidn y sustraccion en los tltimos niveles de educacién primaria, el
sistema de numeracién decimal (decenas, centenas, etcétera) se considera como algo conocido y, en
consecuencia, como entidades unitarias (elementales). Este mismo objeto, en el primer curso de pri-
maria, tiene que ser considerado de manera sistémica para su aprendizaje. Un elemento esencial para
que sea posible esta mirada dual hacia los objetos matemadticos es que los componentes que resultan
de la mirada compleja se articulan (conectan) entre si, posibilitando la mirada unitaria del objeto
matemadtico.

Las reflexiones sobre la complejidad y la articulacién son frecuentes en muchos de los enfoques
tedricos utilizados en el drea de la Educaciéon Matemdtica. En el caso de la Teoria antropoldgica de
lo didédctico (Chevallard, 1992), la mirada compleja sobre los objetos matemdticos que ofrece esta
teorfa lleva a pensar no en un objeto simple sino en una praxeologia, 0 mds exactamente un conjunto
de praxeologias que se articulan como resultado de un proceso de modelizacion. La descripcion de la
dindmica y complejidad de los objetos y las practicas matemdticas (y did4cticas), en términos de la arti-
culacién de praxeologias matemdticas (y diddcticas) de complejidad creciente, ha sido especificamente
descrita en Barquero, Bosch y Gascén (2011 y 2013).

En el caso de la Teoria APOE (accién, proceso, objeto, esquema), los objetos emergen como resul-
tado de dos mecanismos: encapsulacién y tematizacién. La encapsulacion es un mecanismo basado en
la abstraccidn reflexiva. Se refiere a la posibilidad de pensar en un proceso como algo completado, y ser
capaz de caracterizarlo y estudiar sus propiedades. A través de la encapsulacidn, las nociones abstractas
se conciben como objetos con propiedades y varias representaciones. La tematizacién implica la posibi-
lidad de pensar el esquema como un todo para actuar o hacer transformaciones sobre él y estudiar sus
propiedades. También se involucra la posibilidad de diseccionar, analizar, examinar sus partes y volver
a componerlo como un todo. La tematizacién va de la complejidad (formada por varios esquemas) a
la unidad del objeto reificado. En el APOE, (Badillo, 2003; Baker, Cooley y Trigueros, 2000) se consi-
dera la articulacién en términos de coordinaciéon de esquemas que se desarrollan segtin la triada intra,
inter'y trans, propuesta por Piaget y Garcia (1982). En este enfoque, se considera que la coordinacion
de esquemas juega un papel relevante en el proceso de tematizacién.

En la Teoria de la objetivacién (Radford, 2008b), los objetos matemdticos, conceptos, signos y
significado estdn entrelazados a través de la actividad reflexiva generada para resolver un conjunto de
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problemas, que son cultural y socialmente significativos. En la teoria de la objetivacién, la mirada com-
pleja lleva a considerar que el objeto conceptual no es un objeto monolitico u homogéneo, es un objeto
conformado de capas de generalidad. Cada capa estd asociada con una actividad reflexiva particular,
determinada por las caracteristicas de los significados semidticos de la objetivacién que median. En
esta teorfa, el proceso de generalizacién es uno de los principales mecanismos de articulacién.

En la Ciencia cognitiva de las matemiticas (Lakoff y Nufiez, 2000), se considera que las estructuras
matemdticas que las personas construyen tienen su origen en los procesos cognitivos relacionados con
la vida diaria, tales como esquemas de imdgenes y el pensamiento metaférico. Lakoff y Nuifez (2000)
afirman que las metdforas crean una relacién conceptual entre un dominio de partida y un dominio
de llegada, y distinguen dos tipos de metéforas conceptuales que tienen relacién con las matemadticas:
las metdforas conectadas a tierra (grounding), que relacionan un dominio de partida fuera de las Ma-
temdticas con un dominio de llegada en el interior de las Matemdticas, y las metéforas de conexién
(linking), que tienen en la misma matemdtica tanto el dominio de partida como el dominio de llegada.
En esta teoria la dualidad unitaria-sistémica tiene un papel central. Por una parte, la metdfora es unita-
ria (A es B). Por otra parte, la metdfora nos permite generar un nuevo sistema de pricticas (perspectiva
sistémica) como resultado de nuestra comprensién del dominio de llegada en términos del dominio de
partida. Lakoff y Nunez (2000) desarrollan la dualidad unitaria-sistémica de diferentes metédforas. Para
ello, dada una metifora, los dominios de partida y de llegada se descomponen mediante un proceso de
andlisis para determinar los conceptos, las propiedades, relaciones, etcétera que son transferidas desde
el dominio de salida al de llegada. En esta teoria, el proceso de articulacién se conceptualiza bdsicamen-
te en términos de proyecciones metaféricas.

En mayor o menor medida, la problemdtica de la complejidad asociada al objeto matemdtico, y
la articulacién de los componentes en los que estalla esta complejidad, estd presente en casi todos los
marcos teéricos emergentes en el drea de la Educacién Matematica. En este articulo tomaremos como
referente tedrico el Enfoque ontosemidtico de la cognicién e instruccién matemdtica (EOS, a partir de
ahora) (Godino, Batanero y Font, 2007).

En el marco del EOS, se ha profundizado sobre la mirada sistémica de los objetos matematicos,
y se ha introducido la idea de significados parciales y la descripcién de estos significados parciales en
términos de practicas y configuraciones de objetos primarios, activados en estas practicas. Esta mirada
compleja se ha aplicado a diferentes objetos matemadticos. Por ejemplo, en Godino, Font, Wilhelmi
y Arrieche (2009), para el caso del nimero natural; en Wilhelmi, Godino y Lacasta (2007), para la
nocién de igualdad, y en Pino, Godino y Font (2011) para la derivada. En cambio, sobre la nocién de
articulacién se ha profundizado menos. En diferentes trabajos, en los que se usa el EOS como marco
tedrico, la articulacién entre los componentes de una configuracién epistémica se modela por medio
de funciones semiéticas. Por ejemplo, en Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011) y en Rojas (2012,
2013 y 2015). La articulacién entre configuraciones se ha modelado en términos de, por un lado,
generalizacién (o mayor formalismo), por ejemplo en Godino, Font, Wilhelmi y Arrieche (2009), Wil-
helmi, Godino y Lacasta (2007) y Pino, Godino y Font (2011), y por otro, proyecciones metaféricas,
por ejemplo en Acevedo (2008).

El objetivo de este articulo es realizar una reflexién tedrica, en el marco del EOS, cuyo objetivo es
profundizar en la articulacién de la complejidad asociada al objeto matemdtico como un paso previo
y necesario para pasar a una vision unitaria del objeto matemdtico. Se pretende presentar una visién
integrada de los diferentes tipos de articulacién contemplados en trabajos de investigacién previos, en
los que se ha utilizado como marco tedrico el EOS. Para ello, como contexto de reflexién se utiliza
el objeto «media aritmética». Hemos seleccionado este objeto porque, a diferencia de otros como la
derivada o la integral que normalmente son considerados complejos, suele ser considerado mds bien
como un objeto simple. Ahora bien, en nuestra opinién la media aritmética tiene una caracteristica
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de transversalidad en diferentes campos de la Matemdtica, por lo que resulta un buen contexto para
reflexionar acerca de la complejidad y la articulacién.

El camino que seguiremos serd el siguiente: en primer lugar, mostraremos la complejidad asocia-
da al objeto de media aritmética; en segundo lugar, comentaremos diferentes maneras de relacionar,
conectar o articular (en nuestra terminologfa) los diferentes componentes de esta complejidad, y por
tltimo, reflexionaremos sobre cémo esta articulacién permite pasar de una visién compleja sobre la
media aritmética a una visién unitaria sobre este objeto.

COMPLEJIDAD DE LA MEDIA ARITMETICA

Diferentes investigaciones realizadas sobre la media aritmética (Callingham, 1997; Cobo y Batanero,
2004; Leavy y O’Loughlin, 2006; Garcia Cruz y Garrett, 2008; Ortiz y Font, 2014) han puesto de
manifiesto que cuando se utiliza la media aritmética en las pricticas matemadticas, ademds de su defi-
nicién, se usan diferentes representaciones, determinadas caracteristicas y propiedades, otros objetos
matemdticos relacionados como son las otras medias, etcétera. Una buena herramienta para mostrar
esta complejidad son los mapas conceptuales. A continuacién (figura 1), sigue un mapa conceptual ela-
borado por los autores que muestra algunos contextos intramatemadticos en los que se realizan précticas
matemdticas en las que intervienen definiciones, propiedades, representaciones, etcétera relacionadas
con la media, con el objetivo de mostrar una parte de la complejidad asociada a la media aritmética.

Areas de trifngulos > -
¥ hiepecios \>| "“‘:""J"l"

i s L
Calculo de dreas
Integrales
definidas
Célculo numérico MEDIA
ARITMETICA
Otres medias
Raices de
enteros,
Eatadistica sucesiones y

\
Valores esperados de

wvanables aleatories
Medida de fendencia

central, cilculo de enores

Fig. 1. Mapa conceptual de la media aritmética.

Otro instrumento util para describir la complejidad (sin buscar la exhaustividad) del conglomerado
de representaciones, definiciones, propiedades, tipos de problemas, etcétera que a lo largo del tiempo
se han ido sucediendo para el estudio de la media aritmética, es la herramienta de configuracién epis-
témica. Segun Font, Godino y Gallardo (2013), para analizar un texto matemadtico y, mds en general,
la actividad matemdtica, sea profesional o escolar, es necesario contemplar como minimo los siguientes
elementos: en primer lugar, notaciones, representaciones (lenguaje): en segundo lugar, situaciones-
problema; en tercer lugar, definiciones; en cuarto lugar, procedimientos, técnicas, etcétera; en quinto
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lugar, proposiciones, propiedades, teoremas, etcétera, y por ultimo, argumentos. Estos seis tipos de
elementos se articulan formando configuraciones epistémicas. Se trata de una herramienta que puede
ser atil para describir la complejidad de los objetos matemdticos y de las practicas de las que emergen.

En el EOS, la introduccién de la dualidad unitaria-sistémica permite reformular la visién «inge-
nua» de que «<hay un mismo objeto matemdtico (media aritmética) con distintas representaciones».
Lo que hay es un sistema complejo de pricticas que permiten resolver problemas, en las que el objeto
matemdtico «media aritmética» no aparece directamente, lo que si aparece son representaciones de la
media aritmética, diferentes definiciones de la media aritmética, proposiciones y propiedades de esta,
procedimientos y técnicas que se aplican a la media aritmética y argumentos sobre ella. Dicho de otra
manera, a lo largo de la historia se han ido generando diferentes configuraciones epistémicas para el
estudio de la media aritmética, algunas de las cuales han servido para generalizar las preexistentes.

La nocién de media aritmética se ha usado, a lo largo de la historia de las matematicas, en diversas
prdcticas matemadticas: por un lado, el método babilénico y el de Herén de Alejandria para calcular
raices de enteros positivos; por otro, el método de Arquimedes para el equilibrio de los cuerpos, y el
célculo de dreas y volimenes, el método de Merton para estudiar el movimiento uniformemente acele-
rado, etcétera. Este conjunto de pricticas se puede parcelar en diferentes subconjuntos de pricticas que
se realizan gracias a la activacién de determinadas configuraciones epistémicas, algunas de las cuales se
pueden considerar como reorganizaciones y generalizaciones de las anteriores.

Hemos podido identificar para la media aritmética diferentes contextos intramatemdticos y extra-
matemdticos, a cada uno de los cuales se les asocia un conjunto de pricticas matemdticas y una con-
figuracion epistémica que las permite realizar. A estas configuraciones las denominamos como sigue:
en primer lugar, el método babilénico y de Herén para calcular raices, (CE1); en segundo lugar, el
método de Arquimedes sobre el equilibrio de los pesos, principio bésico de la estdtica (CE2); en tercer
lugar, sucesiones, progresiones aritméticas y geométricas (CE3); en cuarto lugar, método de Merton
para el estudio del movimiento (CE4), y por ultimo, cdlculo de 4reas, métodos de cuadraturas, f6rmu-
las, etcétera (CE5).

La media aritmética, a lo largo de su evolucidn histérica, se ha activado implicita o explicitamente
en al menos estos cinco subsistemas de précticas, cada uno de los cuales tiene una configuracién epis-
témica asociada. Estas configuraciones, a pesar de ser distintas entre si, presentan articulaciones entre
ellas, de manera que se pueden relacionar como se ilustra en el esquema de la figura 3, atendiendo al
mayor grado de generalidad.

En la base del esquema de la figura 3, se han considerado cinco «sistemas de précticas» y las confi-
guraciones activadas en estos sistemas (CE1, CE2, CE3, CE4 y CE5); en ellas se resuelven ciertos tipos
de situaciones-problemas con métodos y procedimientos particulares, etcétera. Sin embargo, dentro de
estas cinco configuraciones hay algunas que son similares entre si. Tal es el caso de las configuraciones
CE1, CE2, CE3, y CE5 que se pueden agrupar dando origen a un sistema de practicas mds «genéri-
co» en el cual se abordan situaciones-problemas sobre cdlculo numérico. A este sistema de pricticas
lo denominamos numérico. Andlogamente, las configuraciones CE2, CE4 y CE5 se pueden agrupar
dando paso a un nuevo sistema de practicas mds general que denominamos dreas, ya que se abordan
problemas de este tipo.

En un siguiente nivel, se presenta la configuracién de un sistema de précticas mds genérico que da
lugar a la configuracién CEG, a la que llamamos eszadistica, y a la configuracién CE7, cdlculo de inte-
grales definidas. De todas estas configuraciones, emerge una referencia global llamada media aritmética.

Cuando se hace intervenir la dualidad unitaria-sistémica, las relaciones de articulacién por medio
de la generalizacién dan cuenta de la complejidad de la media aritmética y de la multiplicidad de sus
espacios de intervencién dentro de la Matemadtica. La participacion es diversa, la configuracién epis-
témica CE1 se refiere a que en la Antigiiedad los babilonios y los griegos la usaron para el cdlculo de

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, NUM. 33.2 (2015): 29-49 33



Carlos Rondero, Viceng Font

raices de enteros positivos (uno de los métodos mds conocidos es el de Herén de Alejandria). Por otra
parte, uno de los libros mds importantes de la Matemadtica china (Chiu Chang Suan Shu), contiene un
capitulo que se titula precisamente «Exceso y Defecto» (Needham, 1992), dedicado a la invencién en
el Algebra china de la regla de la falsa posicién, usada, sobre todo, para resolver ecuaciones del tipo
ax=b. Precisamente, la regla de la falsa posicién es usada, entre otros, por Herén de Alejandria en su
método de obtencién de raices cuadradas de enteros positivos en el que interviene el exceso y el defecto
(y, posteriormente, también en el método de Newton para el cdlculo de raices de funciones). La confi-
guracién epistémica CE2 se refiere a la manera en que Arquimedes ocupa el exceso y el defecto, como
elemento epistemoldgico subyacente en el estudio del equilibrio, lo que a su vez le permite calcular
dreas y volimenes de diferentes figuras geométricas y centros de gravedad de algunas de ellas.

En el caso de la configuracién epistémica CE3, en una referencia particular al caso de las progre-
siones aritméticas, la intervencién de la media aritmética se da sobre todo en el calculo de las sumas,
dado que las sumas de 7 términos de estas son equivalentes a la media aritmética del primer y el tltimo
término, en cada caso.

La configuracién epistémica CE4 se refiere a la llamada Ley de Merton. La figura 2, construida para
explicar el movimiento, es un trapecio cuya drea representa el espacio recorrido por el cuerpo, y hace
intervenir a la velocidad media, calculada a su vez como la media aritmética de la velocidad inicial y la
velocidad final. En este caso, el exceso estd representado por el tridngulo que se forma por encima de
la velocidad media y el defecto por el tridngulo por debajo de la velocidad media.

Fig. 2. Ley de Merton.

Finalmente, en el caso de la configuracién epistémica CE5, referida al cdlculo de dreas, intervienen
varios métodos de cuadraturas (Cavallieri, Fermat, Pascal, Wallis, etcétera) para encontrar el drea bajo
la curva, en algunos de los cuales se hace intervenir de una u otra forma a la media aritmética aunque,
en ocasiones, esto no es del todo explicitado por los propios autores.

En la figura 3 se muestra, por una parte, la complejidad asociada a la media aritmética y, por otra
parte, la articulacién de las configuraciones epistémicas de la media aritmética mediante niveles de
generalizacion.
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Fig. 3. La dualidad unitaria-sistémica en el caso de la media aritmética.

A continuacién se desarrolla, en el cuadro 1, la CE6 que hemos llamado «CE Estadistica», porque en

. . - .y . . ’ . - Xi
ella aparece lo que se considera como paradigma de la definicién de media aritmética (x =“—). Esta
n
configuracién se puede considerar como una generalizacién y reorganizacién de las configuraciones

Iy . . - Xi
CE1 y CE2 que, en nuestra opinién, son las que llevan a conceptualizar la media como x =

n
El objetivo del desarrollo de la CE6, que se presenta en el cuadro 1, es mostrar parte del complejo

de representaciones, definiciones, proposiciones, propiedades, etcétera asociadas al término media arit-
mética que aparecen cuando este se usa en el contexto intramatemdtico de la estadistica. En la primera
fila, se ha seleccionado una muestra representativa de problemas en cuya resolucién interviene de ma-
nera determinante la media aritmética; en la segunda fila, una muestra de representaciones ostensivas;
en la tercera, las diferentes definiciones; en la cuarta, las propiedades mds relevantes, y en la quinta, los
argumentos que se utilizan para resolver los problemas seleccionados en la primera fila. Por cuestiones
de espacio no se dan detalladas las definiciones (fila 3) de esta configuracién y tampoco se desarrollan
las otras configuraciones.
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Cuadro 1.
Configuracién Epistémica «Estadisticar

Problemas
En esta configuracién se resuelven problemas como los siguientes (Batanero, 2000):

Problemas en los que hay que buscar un valor que compensa los excesos con los defectos (equilibrio, equi-
dad, etcétera):
Ejemplo P1. Unos ninos llevan a clase caramelos. Andrés lleva 5, Maria 8, José 6, Carmen 1 y Da-
niel no lleva ninguno. ;Cémo repartir los caramelos de forma equitativa?

Problemas en los que hay que hacer la estimacién de una medida:
Ejemplo P2. Ocho alumnos de la misma clase miden el peso de un objeto pequeno usando el mis-
mo instrumento, obteniendo los siguientes valores en gramos: 6,2; 6,0; 6,0; 6,3; 6,1; 6,23; 6,15;
6,2. ;Cudl serfa la mejor estimacién del peso real del objeto?
Problemas en los que se comparan dos conjuntos de valores dados utilizando la media como valor repre-
sentativo de cada conjunto de datos:
Ejemplo P3. Los siguientes valores se obtuvieron al medir la altura (cm) alcanzada al saltar por un
grupo de alumnos antes y después del entrenamiento. ;Crees que el entrenamiento es efectivo?

Altura alcanzada en cm

Alumnos Ana | Bea | Carol | Diana | Elena | Fanny | Laia | Hilda | Inés | Juana
Antes del entrenamiento 115|112 | 107 | 119 115 138 | 126 | 105 | 104 | 115
Después del entrenamiento 128 | 115 | 106 | 128 | 122 | 145 | 132 | 109 | 102 | 117

Problemas en los que, dado un conjunto de datos no todos conocidos y su media aritmética, hay que
buscar el dato desconocido:
Ejemplo P4. La altura media de los alumnos de un colegio es 1°40. Si extraemos una muestra alea-
toria de 5 estudiantes y resulta que la altura de los 4 primeros es de 1’38, 1’42, 1’60, 1’40. ;Cudl
serfa la altura mds probable del quinto estudiante?

Problemas en los que estd involucrado un promedio de promedios:
Ejemplo P5. Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio de las mujeres
es de 60 kilos y el de los hombres de 80. ;Cudl es el peso medio de las 10 personas del ascensor?

Lenguaje

Verbal:

Relacionados con el contexto (por ejemplo, en el problema P3, entrenamiento, salto, etcétera).

Términos verbales matemdticos (suma, divisién, media aritmética, etcétera).

Simbélico:

Nuimeros enteros, decimales y fracciones. Simbolos de suma, producto y divisién, expresiones simbdlicas
- in x1tx,t...+x,

n
2 xim;
como X = = , P , P=2

_xmmtxomt..txm,
- - n
n n mitmt..+m,
mi
=1

, €tC.

Tabular:
Tablas (por ejemplo, como en el problema P3)

Grifico-simbélico

~~

L
)
a b

“l T
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Definiciones-conceptos

Exceso, defecto, suma, multiplicacién, divisién, medida, estimacién, ponderacién (cada valor x,, tiene
asignado una ponderacién m,),

media aritmética (suma de todos los valores dividida por el nimero de valores)
media aritmética (estimacién de una medida de una magnitud)

media aritmética (valor representativo de un conjunto de datos)

media aritmética (operador que asocia a un conjunto de datos un Gnico valor)
promedio de promedios

media ponderada

Conceptos estadisticos que pueden estar relacionados con la media aritmética (frecuencia, marca de clase
en un histograma, rango, mediana, varianza, desviacién estdndar, coeficiente de variacién, centro o punto
medio de una distribucién bidimensional, covarianza de dos variables de una distribucién bidimensional,
coeficiente de correlacién, recta de regresion, valor esperado de una variable aleatoria discreta o continua,
desviacién estandar de una variable aleatoria discreta o continua, etcétera).

Proposiciones

Dados dos nimeros positivos a y b, con a<b, la media aritmética de estos dos ntimeros estd a la misma
distancia de a que de b.
Los excesos y los defectos se compensan:

P=(P=x)m+(P=x)my+ .+ (P=x)m, =0 P=Y (P=x)m, =0
? i=1

x . (n° de valores) = total

La mejor estimacion del peso real es la media.

Proposiciones de Estadistica y Probabilidad en las que interviene la media, como por ejemplo:
Si la distribucién de frecuencias es unimodal y bastante simétrica, se cumple aproximadamente
que: a) en el intervalo (x-6, x+ o) hay un 68% de la poblacién (s es la desviacién esténdar); b) en

el intervalo (x- 2 6, x+2 o) hay un 95% de la poblacidn; c) en el intervalo (x- 30, x+ 30) hay un
99% de la poblacién.

En una distribucién normal, se cumple que el 4rea limitada por funcién y los intervalos (pu-o, p+oc),
(u-20, u+20), (u-30, p+30) es igual a 0,6826 u? 0,9544 u? y 0,9974 u? respectivamente hay un
68% de la poblacidn (s es la desviacidn estdndar); b) en el intervalo (x- 28, x- 28) hay un 95% de

la poblacién; ¢) en el intervalo (x- 3s, x+ 38) hay un 99% de la poblacién.

Procedimientos

Sumar, dividir, multiplicar, estimacién, cdlculo mental.

Ciélculo de la media (se suman todos los valores y después se divide por el nimero de valores).
Comparacién y ordenacién de medias.

Resolucién de ecuaciones (para hallar un valor desconocido, conociendo la media y los otros datos).
Resolucién de problemas (hay que hacer intervenir adecuadamente los datos dados).

Procedimientos estadisticos que pueden estar relacionados con la media aritmética (cdlculo de la media
aritmética de una distribucién de frecuencias, cdlculo de la media por calculadora, cdlculo de la varianza y
de la desviacién estdndar, cdlculo de la covarianza y del coeficiente de correlacién, método de los minimos
cuadrados, etcétera).
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Argumentos (por ejemplo):

Para P1. La media es el valor equitativo porque todos tienen la misma cantidad y no queda ningtin cara-
melo para repartir.

Para P2. Al medir se cometen errores, es de esperar que estos se compensen, por tanto la media representa
la medida del peso mds representativa y confiable.

Para P3. (a) Se espera que el entrenamiento haya sido efectivo, eso ocurrird si el promedio de los saltos
después de este tiene un valor mayor que antes del entrenamiento; (b) la media de salto antes era 115,6 y
ahora es de 120,4; y 120,4 >115,6. Conclusion, el entrenamiento es efectivo.

Para P4. La media de la muestra es de esperar que coincida con la media de la poblacién. El valor desco-
nocido es aquel que se halla conociendo la media (1,40) y los otros datos.

Para P5. Cuando aparecen datos y otros distintos referidos a los primeros, estos se identifican como valores
ponderados. En este caso cada dato es un promedio, el resultado es un promedio ponderado de promedios.

ARTICULACION DE LA COMPLEJIDAD EN EL CASO DE LA MEDIA ARITMETICA

En este apartado consideraremos tres mecanismos de articulacién de la complejidad asociada a nuestro
contexto de reflexién: los niveles de generalidad, la metdfora y la articulacién semidtica.

Niveles de generalidad

En la seccién se ha explicado cémo en la figura 3 las configuraciones epistémicas C6 y C7 estdn en un
nivel de generalidad superior a las C1-C4. Las configuraciones C6 y C7 son el resultado de procesos
de reconstruccién y articulacién de complejidad crecientes aplicados sobre C1-C4, cuyo resultado son
configuraciones cuyo dominio de aplicacién es cada vez mds general. La figura 3 se relaciona, en cierta
manera, con la distincién entre Matemdticas formales e informales considerada en Lakatos (1981), en
particular con la progresién de las informales hacia las formales.

Al subir a capas de generalidad mds elevadas, se puede perder la conexién o relacién con las capas in-
feriores. Por ejemplo, si definimos en la CEG el valor esperado de una variable aleatoria continua como:

+oo

Sea X una variable aleatoria continua. El valor esperado de X es E(x) = J. xf (x) dx

—oo

El alumno puede no entender que esta definicién estd relacionada con la idea de media aritmética,
que precisamente es la razén de ser de la propia definicién.

Para que se produzca la articulacién entre las capas de generalidad, es necesario explicitar la relacién
entre ellas, ya sea mostrando claramente que hay una relacién particular-general (por ejemplo, que la
media aritmética es un caso particular de la media ponderada), ya sea mostrando que una configura-
cién epistémica es el resultado de la reestructuracién de otras configuraciones epistémicas, de manera
que los problemas que se resuelven con esta nueva CE son los mismos que se resuelven con las que
reorganiza, pero que a su vez resuelve otros nuevos o mds generales.

A continuacién comentamos otro tipo de articulaciones o conexiones que no quedan del todo eng-
lobadas en la idea de capa de abstraccién, formalizacién generalizacién o modelizacién. Nos referimos
a la metdfora y a lo que aqui llamaremos articulacién semidtica.
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Metaforas

De acuerdo con Rondero (2010), consideramos que la metdfora conceptual (Lakoff y Nunez, 2000)
que hay detrds de la media aritmética es la siguiente: «La media aritmética es el equilibrio entre los
excesos y los defectos». Esta metdfora suele estar sugerida por expresiones metaféricas como la que se
halla en el problema 1 de la configuracién epistémica CEG: «... ;como repartir los caramelos de forma
equitatival». Otras expresiones metaféricas que sugieren esta metdfora conceptual que hemos encon-
trado en libros de texto son, por ejemplo: «La media aritmética o promedio destaca por representar
el reparto equitativo, el equilibrio, la equidad»; «el valor que tendrian los datos, si todos ellos fueran
iguales»; «el valor que corresponderia a cada uno de los datos de la distribucién si su suma total se
repartiera por igual», y «la media aritmética puede ser denominada como centro de gravedad de una
distribucién, el cual no estd necesariamente en la mitad», etcétera.

Consideramos que la metdfora sugerida por Rondero (2010) es una metéfora de tipo grounding en
la que el dominio de partida es la configuracién epistémica CE2, realizada por Arquimedes para el es-
tudio del equilibrio (un dominio de fuera de las Matemdticas), y el dominio de llegada, en lugar de ser
pesos, es parte de la configuracién epistémica CE6 (valores numéricos). Esta metéfora es sugerida por
algunas expresiones metaféricas (como las que acabamos de citar) que se hallan en los textos cuando se
quiere dar una idea intuitiva de la media, pero no es directamente sugerida por la férmula usada para
calcular la media aritmética de dos valores a y b: P = (a+b)/2. La tabla 1, elaborada siguiendo el modelo
tabular de Lakoff y Nufiez (2000), muestra la proyeccién metaférica de esta metdfora conceptual.

Tabla 1.
Proyeccién metaférica de conexién entre CE2 y CE6

Dominio de partida (CE2) Dominio de llegada (CEG)
Centro de gravedad Media aritmética de dos valoresay b (con a > b)
Dos pesos w, y w,, colocados a distancias d, y | Ponderacién
dz, del punto de equilibrio Cada valor X, tiene asignado una ponderacion p,
w, dl =W dz
Exceso E>0,E=P-a
Defecto D<0,D=P-b

Exceso diferente de defecto — Desequilibrio | E diferente de — D — Desequilibrio

Exceso igual a menos defecto — Equilibrio | E igual a -D — Equilibrio

Los excesos compensan los defectos P=a+E P=b+D,E=-D
2P = a+b
P = (a+b)/2
P=x)m+LP—x)my+..+(P—x,)m,=0
Z(P_xi)mi =0

=1

Ahora bien, a su vez, segiin nuestra opinién, el dominio de partida (estudio del equilibrio) es un
dominio extramatemdtico que estd estructurado a partir de la proyeccién metaférica del esquema de
imagen «equilibrio» (Johnson, 1987). Este esquema de imagen emerge de nuestras experiencias de
interaccion fisica y social con nuestros cuerpos y con otras entidades en el mundo:
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... tenemos un caso de concepto universal y abstracto de equilibrio, con la férmula «Toda X estd equilibrada
cuando es simétrica, o sea, donde hay elementos iguales, con pesos iguales y emplazamientos iguales, uno a
cada lado con relacién al eje o punto central, o cuando hay la misma distribucién de peso y fuerzas respecto

del ¢je» (Johnson, 1987: 152).

La proyeccién de este esquema de imagen nos permite hablar y razonar acerca de diferentes tipos
de entidades abstractas como si ellas fueran el resultado del equilibrio que resulta de compensar ex-
cesos con defectos. Se trata de otra proyeccién metaférica de tipo grounding (conectada a tierra) que
describimos en la tabla 2.

Tabla 2.

Proyeccién metaférica conectada a tierra

Dominio de partida ( esquema de imagen equilibrio) Dominio de llegada (CE2)

Experiencias corporales del tipo: andar en bicicleta, | Equilibrio de pesos
caminar sin caerse, percibir la homeostasis del cuerpo
o hacer malabares, generan el siguiente esquema de
imagen:

FUERZAA FUERZAB.

| |

A

EQULIBRIO

El control del cuerpo nos permite estar erguidos (sa- | Un cuerpo queda en equilibrio cuando su soporte es el
bemos controlar nuestro centro de gravedad). centro de gravedad.

Un cuerpo queda en equilibrio cuando su soporte es el
centro de gravedad.

Si sopeso A con una mano, al sopesar otra A en la otra | A equilibra a A (reflexividad).
mano, se obtiene el equilibrio.

Si al sopesar Ay B en cada mano obtengo el equili- | gj yp peso A equilibra a otro B, entonces B equilibra

brio, al cambiar los objetos de mano se mantendrd el | ; A (simetrfa).

equilibrio. . 1 ,
4 Si un peso A equilibra a otro B y éste a C, entonces A

Si A estd en una mano y B en la otra y en equilibrio, equilibra a C (transitividad).

si éste se mantiene al sustituir B por C, entonces A y
C también se equilibran sin necesidad de sopesarlas.

Con los brazos extendidos tengo que hacer mds fuerza | Dos pesos w, y w,, colocados a distancias d, y d,, del
con el brazo donde hay mds peso. punto de equilibrio: w, d =w, d,

Cuando se va a buscar agua con un palo con un cubo
en cada extremo, y no estdn igual de llenos, el equili-
brio se consigue cuando el punto de apoyo de la per-
sona estd mds cerca del cubo mis lleno.

El exceso de peso se compensa con la distancia al pun-
to de apoyo.

El equilibrio se pierde cuando el exceso no se compen-
sa con el defecto.
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Dominio de partida ( esquema de imagen equilibrio) Dominio de llegada (CE2)
DPesos iguales, la misma fuerza en cada brazo Pesos iguales, distancias iguales al punto de apoyo: w,
Cuando se va buscar agua con un palo con un cubo en | = Wy d =d,

cada extremo, si los dos cubos estdn igual de llenos, el | Platos de la balanza equilibrados
equilibrio se consigue cuando el punto de apoyo de la

persona estd en la mitad del palo.

La razdn por la que consideramos plausible la proyeccién metaférica del esquema de accién «equili-
brio» en la obra de Arquimedes son los postulados que toma como principios en su libro De [équilibre
des plans ou des centres de gravité des plans. Arquimedes inicia su libro diciendo que asume como punto
de partida siete afirmaciones que, en nuestra opinidn, es plausible considerar que se deriven de expe-
riencias corporales relacionadas con el equilibrio. Se trata de afirmaciones como la siguiente:

I. Nous demandons que des poids égaux s’equilibrent a*des distances égales, et que des poids égaux a'des
distances inégales ne s’equilibrant pas, mais qu’il y ait inclinaison du cdté des poids placé a'la plus grande

distance (Obras completas de Arquimedes, Tomo 1, 1960: 303).

Por otro lado, en la CE6 que hemos llamado eszadistica se usa una linking metafora para articular
la estadistica descriptiva con la inferencial. En la estadistica descriptiva, se trabaja con datos simples o
agrupados, y se calcula tanto la media aritmética como la varianza, que es una medida que toma de re-
ferencia a la media para calcular una media del cuadrado de desviaciones, todo lo cual estd inmerso en
un modelo determinista, puesto que en la estadistica descriptiva no aparece la medida de probabilidad.
Ya en la estadistica inferencial, tanto la media aritmética como la varianza se presentan en otro nivel de
generalidad. Pero en este caso ya interviene la probabilidad ya que, dada la caracteristica aleatoria de la
muestra de la poblacién, estamos inmersos en una modelacién indeterminista (aleatoria). En la esta-
distica inferencial, intervienen las variables aleatorias, ya sean discretas (binomial, geométrica, Poisson,
etcétera) o continuas (uniforme, normal, gamma, etcétera), se hace referencia a sus correspondientes
funciones de densidad de probabilidad y funciones de distribucién de estas para luego proceder, en
cada caso, a calcular tanto el valor esperado (media) como la varianza.

En esta CEG «estadistica» se usa la /inking metéfora (de conexién) de «el valor esperado es la me-
dia aritmética» para relacionar la estadistica descriptiva y la estadistica inferencial. Un ejemplo de
expresién metaférica de esta metdfora conceptual la podemos encontrar en el siguiente libro de texto
(alumnos de secundaria de 17 afos), cuando se introduce por primera vez la nocién de esperanza ma-
temdtica (valor esperado) a partir de un contexto de un juego de ganancias segtin la carta que se obtiene
al extraer una carta de una baraja:

Este valor recibe el nombre de media aritmética de la variable aleatoria X o esperanza matemdtica e indica
la ganancia media esperada al realizar la experiencia aleatoria un gran nimero de veces (Barceld, Bujosa,
Canadilla, Fargas y Font, 2002: 391).

Otro ejemplo lo hallamos en la entrada esperanza matemidtica de la Wikipedia:

En estadistica la esperanza matemdtica (también llamada esperanza, valor esperado, media poblacional o
media) de una variable aleatoria es el niimero que formaliza la idea de valor medio de un fenémeno aleatorio
(<http://es.wikipedia.org/wiki/Esperanza_matem%C3%Altica>).

En algunos casos, esta linking metafora se combina con la grounding metifora comentada anterior-
mente:
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El valor esperado representa el valor promedio que se espera suceda al repetir el experimento en forma in-
dependiente una gran cantidad de veces. El valor esperado se interpreta fisicamente como el centro de masa
o centro de gravedad de la distribucién de probabilidad (...) (<http://148.204.211.134/polilibros/Portal/
Polilibros/P_terminados/PROBABILIDAD/doc/Unidad%202/2.5.htm#item0>).

Los ejemplos anteriores son evidencias que hacen plausible afirmar que la proyeccién metaférica
del esquema de imagen equilibrio, y la metfora conceptual la media aritmética es el equilibrio entre los
excesos y los defectos tienen un papel fundamental en la conceptualizacidn de la media aritmética y en la
articulacién de su complejidad.

Articulacién semiética

Segtn Font (2007), hay una relacién entre los procesos de representacion, metaféricos y los de par-
ticularizacién-generalizacién, que se puede entender en términos de «aire de familia» (Wittgenstein,
1953), puesto que, de alguna manera, estos procesos hacen intervenir la relacién A es B. Si considera-
mos la estructura A es B como una linea difusa (figura 4), en un extremo podemos situar claramente la
relacién de subcategorizacién (particular-general) y, en el otro extremo, la metdfora. La representacion,
entendida como instrumento de conocimiento, se sitiia en una posicién intermedia.

AesB
Subcategonzacion

Metafora Representacion (Particular / general)

Fig. 4. La estructura A es B (un aire de familia).

Los procesos de esta familia que, segtin Font (2007), sugieren considerar de alguna manera «A es
B», los vamos a llamar en este articulo procesos de articulacién semidtica. La representacion se puede
incluir también en la relacién A es B porque, segtin Peirce, la representacion se identifica o se diferencia
del objeto representado en funcién del propésito:

To stand for, that is, to be in such a relation to another that for certain purposes it is treated by some mind
as if it were that other. Thus, a spokesman, deputy, attorney, agent, vicar, diagram, symptom, counter,
description, concept, premise, testimony, all represent something else, in their several ways, to minds who
consider them in that way (Peirce, 1978: §2273).

Esta articulacién la podemos entender como un proceso de encadenamiento semidtico que da
como resultado que a una misma expresion se le asignen dos contenidos diferentes que se relacionan
entre si (Rojas, 2012: 52):

Se produce una articulacién de sentidos cuando se establece una funcién semidtica entre dos sentidos
diferentes de un mismo objeto matemdtico primario, esto es, cuando uno de los sentidos (contenido) del
objeto primario se convierte en expresién de una nueva funcién semidtica que tiene como contenido a otro
sentido de dicho objeto.

Esta articulacidn es el resultado de la concatenacién de las dos funciones semiéticas presentadas. Se tiene un
objeto matemdtico primario al cual se le asignan dos sentidos diferentes. En otras palabras, se produce una
articulacion de sentidos cuando se establece una nueva funcién semiética en la que una de las dos funciones
semidticas anteriores juega el papel de expresion.
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Por ejemplo, en la definicién que se ha dado anteriormente de valor esperado de una variable
oo

aleatoria continua, a la expresién E(x)= J.xf (x)dx se le asocia el contenido de ser el resultado de

—co

una integral impropia. Si el texto o el profesor relacionan este valor esperado con el de una variable
aleatoria discreta y el de esta con la media aritmética, el alumno puede relacionar la integral impropia
con la media aritmética, por ejemplo mediante una trama encadenada de funciones semidticas como
la siguiente (tabla 3).

Tabla 3.
Articulacién semidtica mediante una cadena de funciones semidticas
Expresion Contenido
Expresion Contenido Media aritmética
., . Valor esperado de una
Expresion Contenido ) p s 1
variable aleatoria discreta

oo

E(x)= [ xf (x)d

Valor que resulta de cal-
cular la integral impropia

Pero si el autor del texto o el profesor no se preocupa de relacionar el valor esperado de una variable
aleatoria continua con la media aritmética, el alumno puede considerar que estas dos nociones no se
hallan relacionadas entre si.

La articulacién semidtica se puede considerar como el resultado de una trama encadenada de fun-
ciones semidticas como las de la figura anterior, o bien como resultado de cadenas semiéticas de acuer-
do con el modelo triddico de semiosis de Peirce. Por ejemplo, en Presmeg (2006) se usa el modelo
de Pierce para reflexionar sobre el papel que juegan las cadenas semidticas con relacién al estdndar

«conexién» del NCTM (2000).

DE UNA VISION COMPLEJA A UNA VISION UNITARIA

En la primera parte de este articulo, hemos aplicado una visién compleja sobre la nocién de media
aritmética que nos ha llevado a considerar que esta se presenta en una red de configuraciones episté-
micas (figura 3). Desde la perspectiva unitaria, la cuestién que cabe preguntarse es ;cémo se puede
considerar que en todas ellas estd implicada la nocién de media aritmética? A esta pregunta el EOS da
una respuesta que se basa en una explicacién no realista de cémo los objetos matemadticos emergen de
las practicas matemdticas. Lo que en los planteamientos filoséficos de tipo platonista o empirista se
considera un objeto matemdtico con existencia independiente de las personas (por ejemplo, la media
aritmética), en el EOS se explica como un objeto virtual o ficticio que emerge de las distintas maneras
de ver, hablar, operar, etcétera globalmente (holisticamente) sobre todos los objetos primarios de la
configuracién epistémica. Dicho en otros términos, este objeto seria el contenido al que se refiere o
indica globalmente, explicita o implicitamente, el par (précticas matemadticas, configuracién epistémi-
ca que las activa). Este objeto virtual primero se considera la referencia global de una configuracién
epistémica y después del conjunto de varias configuraciones epistémicas.

En el EOS (Font, Godino y Gallardo, 2013), se considera que el proceso por el que los objetos
matemdticos emergen a partir de las pricticas es complejo y que deben ser distinguidos, al menos, dos
niveles. En un primer nivel, emergen representaciones, definiciones, proposiciones, procedimientos,
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problemas y argumentos (objetos primarios) que se organizan en configuraciones epistémicas que
permiten realizar prcticas matemdticas en diferentes contextos. En un segundo nivel, emerge una
referencia global asociada a una o varias configuraciones epistémicas. La emergencia de este objeto
virtual o ficticio se puede explicar por una combinacién de efectos de las diferentes dualidades conside-
radas en el EOS. En este enfoque se considera que los objetos primarios matemdticos que intervienen
en las pricticas matemadticas, segun el juego de lenguaje en el que participan (Wittgenstein, 1953),
pueden ser considerados desde diferentes maneras de «estar participando», las cuales se agrupan en las
siguientes facetas o dimensiones duales: unitaria-sistémica, expresién-contenido, ostensivo-no ostensi-
vo, personal-institucional, extensivo-intensivo.

La dualidad unitaria-sistémica permite considerar una configuracién epistémica, por ejemplo la del
cuadro 1 (CEG6), como la descripcién de un objeto (media aritmética). Este objeto estd definido como
P=(a+b)/2 y esta definicién forma parte de la configuracién epistémica (CE6) en la que hay propieda-
des que se asume que pertenecen al objeto llamado media aritmética, y procedimientos que se entiende
que son aquellos que permiten que el objeto se use. El resultado es que se considera que hay un objeto
llamado «media aritmética», que sirve como una referencia global a la configuracién epistémica C6.
Esta misma dualidad lleva a considerar que el conjunto formado por varias configuraciones (figura 3)
es una descripcién de un objeto (media aritmética).

Las otras dualidades también son importantes para delimitar propiedades que se le atribuyen al
objeto. La dualidad expresién-contenido permite duplicar el objeto considerando la representacién y
el objeto representado como objetos diferentes (esto lleva a pensar que las diferentes configuraciones
son representaciones o descripciones parciales del objeto media aritmética). La dualidad ostensivo-no
ostensivo permite considerar que el objeto representado es un objeto ideal diferente de sus representa-
ciones materiales; la dualidad extensivo-intensivo lleva a considerar, normalmente, este objeto como
algo general, y la dualidad personal-institucional, que es objetivo. La combinacién de estas dualidades
produce la emergencia de una referencia global sobre la cual se pueden realizar determinadas accio-
nes. Ahora bien, esta referencia global en la actividad matemdtica se concreta en una configuracién
epistémica determinada. Por tanto, lo que se puede hacer con este objeto estd determinado por esta
configuracién.

En el EOS, el objeto que juega el papel de referencia global se puede considerar como tnico por
razones de simplicidad y, a la vez, como multiple ya que, metaféricamente, se puede decir que estalla
en una multiplicidad de objetos primarios agrupados en diversas configuraciones.

En el contexto de la actividad matemitica, este objeto virtual o ficticio se presenta en forma de con-
figuracién epistémica, y lo que se puede hacer con este objeto estd determinado por la configuracién
en la que este objeto se «presenta». Por otra parte, hay que tener en cuenta que este objeto emerge con
el tiempo desde varios sistemas de pricticas matematicas diferentes. Por esta razén, este objeto puede
ser considerado como singular y plural. Singular por razones de simplicidad, y plural porque, en cada
subconjunto de pricticas, la configuracién de objetos en la que se presenta varia, posibilitando practi-
cas diferentes (Font, Godino y Gallardo, 2013).

En cierta manera, podemos considerar que este objeto es uno y muchos a la vez. Por una parte, lo
podemos considerar de manera unitaria como un emergente de varios sistemas de précticas diferentes
(v de las configuraciones que las activan), en este caso serfa el objeto asociado al sistema de pares (préc-
ticas matematicas, conﬁguraciones que las activan). Esta asociacién explicaria que se considere que
el objeto se puede definir de diferentes maneras equivalentes, que se puede representar por distintas
representaciones, etcétera. Por otra parte, podemos considerar que, en cada configuracion, el objeto
asociado es diferente.

La visién unitaria de la media aritmética es, segin el EOS, el resultado de la combinacién de las
diferentes dualidades contempladas en este enfoque sobre la red de configuraciones analizadas en la
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figura 3. Ahora bien, en este articulo se muestra que la combinacién de estas dualidades para generar la
emergencia del objeto media aritmética, como objeto unitario, se basa en la existencia de una especie
de eje transversal que articula las diferentes configuraciones (un especie de invariante epistémico) que
estd relacionado con la propiedad de que los excesos se compensan con los defectos (P =a + E, P =
b+D, E= -D). Este «invariante epistémico» se presenta tanto en formato numérico como grafico, lo
cual se ilustra en la figura 5.
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Fig. 5. Registro gréfico del invariante epistémico: los excesos se compensan con los defectos.

CONSIDERACION FINAL

En este articulo, se ha realizado una reflexion tedrica, en el marco del Enfoque ontosemiético de la
cognicién e instruccién matemdtica, que profundiza en los mecanismos de articulacién de la comple-
jidad asociada al objeto matemdtico. Para ello, como contexto de reflexién, se ha utilizado el objeto
matemdtico «media aritmética». A su vez, se presenta una visién integrada de los diferentes tipos de
articulacion (niveles de generalizacién, proyecciones metaféricas y tramas de funciones semidticas).

Los principios y estdindares del NCTM (2000) consideran el proceso de conexién, que es entendido
como aquel que permite conectar diferentes contenidos matemdticos entre si y también permite conec-
tar las Matemdticas con contextos extramatemdticos. La doble mirada complejidad-articulacién aplica-
da a un objeto matemdtico (la media aritmética en este caso) permite profundizar en este proceso. Por
una parte, la complejidad, estructurada en términos de un conjunto de configuraciones epistémicas,
precisa cudles son los componentes que hay que conectar. Por otra parte, los tres tipos de articulacién
considerados (generalizacién, proyeccién metafdrica y articulacién semidtica) precisan y concretan la
nocién de conexidn entre estos componentes, en particular la conexién intramatemadtica.

Introducir la reflexion sobre la dialéctica complejidad-articulacién en el proceso de ensenanza-
aprendizaje (utilizando las herramientas que se han utilizado en este articulo: configuracién epistémica
y tipologia de procesos de articulacién) de un objeto matemdtico tiene la ventaja de que nos permite
generar criterios de calidad matemadtica de un proceso de ensefianza-aprendizaje para este objeto. Por
una parte, la complejidad nos da un marco de referencia para generar el criterio de representatividad
(en el sentido de que la secuencia de tareas es una muestra representativa de la complejidad del objeto
que se quiere ensefar). A su vez, la tipologia de procesos de articulacién ayuda a concretar el proceso
de conexidn, que es uno de los procesos que se tienen en cuenta para hablar de riqueza matemadtica de
una secuencia de tareas (se habla de riqueza en el sentido de que la resolucién de las tareas propuestas
conlleva la realizacién de procesos relevantes en la actividad matemitica, como son la argumentacién,
la resolucién de problemas, la modelizacién y, en particular, el proceso de conexidn).
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Reflections on the complexity of the mathematical objects and the necessary articulation of the components of
such complexity are common in many of the theoretical approaches used in the area of Mathematics Education.
In this paper we present a theoretical reflection within the framework of the Onto-Semiotic Approach of the
Cognition and Mathematical Instruction, which explores the mechanisms of articulation of the complexity
associated to the mathematical object. We present an integrated view of different types of articulation covered
in previous research works that have been using this approach as a theoretical framework (layers of generality,
metaphoric projection and sequence of semiotic functions). With this purpose, we use the mathematical object
«arithmetic mean» as a context of reflection.

We have selected the object «arithmetic mean» because, differing from others such as derivative or integral,
which are normally considered as complex, it is usually considered rather as a simple object. However, the arith-
metic mean has a mainstreaming characteristic in different areas of mathematics —thus, it turns out to be a good
context to reflect about complexity and articulation. The procedure is as follows: 1) we will show the complexity
associated to the object arithmetic mean, 2) we will talk about different ways to relate, connect or articulate (in
our terminology) the different components of this complexity and, 3) we will reflect on how this articulation
allows to switch from a complex view about the arithmetic mean to a unitary vision about such object.

An epistemic configuration is a set of primary objects (language, situation-problem, definitions, procedures,
propositions and arguments). For the arithmetic mean, we have been able to identify different intra-mathemati-
cal and extra-mathematical contexts, each one of which is associated to a group of mathematical practices and to
an epistemic configuration that allow to make them. In the second section, we show the complexity associated
to arithmetic mean through a network of seven epistemic configurations. In the third section we consider three
mechanisms of articulation of the complexity associated with our context of reflection: the layers of generality,
the metaphor and the semiotic articulation, and the way in which its articulation produces the emergence of a
unitary object named arithmetic mean, which is considered present within the different configurations of the
network. In the fourth section, we reflect on the role played by the articulation in the transition from the com-
plex view to the unitary view of the mathematical object.

We end the article with some final considerations. The unitary vision of the arithmetic mean is, according
to the OSA, the result of the combination of the different dualities considered in this approach (expression/con-
tent, personal/institutional, ostensive/non-ostensive, extensive/intensive, unitary/systemic) about the network
of analyzed epistemic configurations. However, this work shows that the combination of these dualities is based
on the existence of some sort of transversal axle which articulates different configurations (epistemic invariant)
which is related to the propriety: excesses compensate defects. This «epistemic invariable» is present in numeric
format as well as in graphic.

The double view complexity-articulation applied to a mathematical object in this work, the arithmetic mean,
in this case, allows furthering in the clarification of the process of connection. The complexity, structured in
terms of a group of epistemic configurations, indicates precisely the components to be connected. Separately, the
three types of articulation contemplated (generalization, metaphoric projection and semiotic articulation) make
the notion of connection precise and concrete.
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